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1 Introdu
tion à l'assimilation de donnéesL'assimilation de données est une te
hnique d'analyse mathématique dont le but est la des-
ription de l'état d'un système physique de façon la plus réaliste possible. Cette te
hnique utiliseles équations dis
retisées de la physique ainsi que des observations sur le système. Historiquement,l'assimilation de données a été développée pour répondre aux besoins opérationnels de la prévi-sion météorologique et des analyses de l'état de l'o
éan. Son appli
ation a
tuelle au CERFACS
on
erne d'autres 
hamps aussi divers que l'hydrologie, la neutronique, la 
himie ou la mé
aniquedes stru
tures.Ce do
ument 
onstitue une introdu
tion à l'assimilation de données. Dans 
elui-
i, il est pro-posé une synthèse des méthodes d'assimilation et de leurs appli
ations au CERFACS. En�n, untableau propose un ré
apitulatif de l'utilisation de 
es méthodes par le SCHAPI et les Servi
es dePrévision de Crues (SPC) à 
e jour.1.1 Pourquoi utiliser l'assimilation de données ?1.1.1 La modélisation mathématique et ses limitesUne majorité des systèmes physiques qui nous intéressent sont d'une telle 
omplexité que leurtradu
tion par les équations d'un modèle mathématique dis
rétisé ne peut se faire que de façonapproximative et à l'aide de plusieurs hypothèses simpli�
atri
es. De plus, les estimations desmodèles numériques sont 
ontraintes par :1. des 
onditiones initiales,2. des 
onditions aux limites du domaine physique en étude,3. des paramètres qui dé
rivent les 
ara
téristiques physiques de 
e système.Par exemple, pour un modèle dé
rivant les intera
tions entre les surfa
es 
ontinentales et la
ou
he limite atmosphérique, les 
onditions initiales sont données par la température et l'humiditéinitiale du sol. Le modèle numérique utilise un jeu de paramètres qui traduisent les propriétésphysiques du sol (
ontenu en argile et sable, 
apa
ité de 
hamp, 
oe�
ient de rugosité, et
.) et dela végétation alentours (résistan
e stomatique, 
ondu
tan
e mésophyliale, et
.). L'estimation de
es paramètres est très 
outeuse à l'é
helle de la par
elle et très 
omplexe à plus grandes é
helles.En 
onséquen
e, aux erreurs 
ausées par la modélisation mathématique s'ajoute une erreur nonnégligeable asso
iée à la mé
onnaissan
e du jeu des 
onditions initiales, des 
onditions aux limiteset des paramètres initiaux. Aussi on 
onstate que la simulation numérique fournit fréquemmentdes résultats éloignés de la réalité physique du système.1.1.2 L'obje
tif de l'assimilation de données.Il est possible de diminuer l'in
ertitude des sorties des simulations numériques et d'améliorernotre 
onnaissan
e sur le système physique, en exploitant d'autres sour
es d'information 
omplé-mentaire sur le système. C'est l'obje
tif de l'assimilation de données. Généralement l'information
omplémentaire provient des observations (par des instruments sur la surfa
e, par des 
apteurs,des satellites) ainsi que d'une estimation a priori de l'état du système physique d'étude.Typiquement, l'assimilation de données permet d'optimiser dire
tement les 
hamps physiquesestimés par le modèle mathématique (Fig. 1) ou de faire un re
alage des paramètres d'entréeet/ou de la 
ondition initiale pour s'appro
her des observations (Fig. 2).1.1.3 L'assimilation de données et l'estimation linéaire optimale.La théorie de l'assimilation de données est fortement liée à la théorie d'estimation linéaireoptimale. Nous allons nous appuyer sur 
e lien pour expliquer en quoi 
onsiste l'assimilation dedonnées. 3
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ipe du re
alage de la 
ondition initiale et des paramètres d'entrés d'un modèlemathématique pour l'assimilation de données.Supposons par exemple que l'on dispose de deux informations sur la température au 
entre deParis :1. une valeur prévue par le modèle. On la note xb,2. une observation, notée y,On se pose la question suivante : Compte tenu de 
es deux informations, quelle est la meilleureestimation possible xa de la température au 
entre de Paris ? Trois 
as possibles sont envisagés :a. Si le modèle est très pré
is : xa ∼ xbb. Si l'observation est très pré
ise : xa ∼ y
. Si le modèle et l'observation ont la même pré
ision : xa ∼ (y + xb)/2On re
her
he i
i le meilleur 
ompromis entre les observations et le modèle, en tenant 
omptede leurs pré
isions respe
tives. Cela peut être formalisé par la théorie de l'estimation linéaire :l'état optimal xa est une moyenne pondérée entre le modèle xb et l'observation y. xa s'é
rit :
xa = (1 − K)xb + Ky (1)où (1-K) et K sont les poids respe
tifs de xb et de y. La formulation de K di�ére selon lesméthodes d'assimilation de données. Dans la se
tion suivante, on présentera la formulation de Ktelle que l'analyse xa soit optimale.1.2 L'assimilation de donnéesCette se
tion présente les notions de base qui permettront à tout le
teur de s'initier auxte
hniques d'assimilation de données : les 
on
epts, les méthodes d'assimilation et l'idée fondatri
ederrière les méthodes utilisées a
tuellement au CERFACS. Ces 
on
epts sont illustrés dans le 
adred'une étude d'assimilation appliquée à l'hydrologie. La mise en ÷uvre de 
es 
on
epts est présentéesur l'exemple simple du pendule os
illant en se
tion 1.2.3.4



1.2.1 Con
epts de baseContr�le. Supposons qu'à l'exutoire d'un bassin-versant on veuille 
ontr�ler à tout momentle débit de la rivière (noté Q) et l'humidité du sol aux alentours (notée w). Supposons de plusque 
es deux variables dé
rivent 
omplètement notre système. On rassemble 
es variables dans leve
teur [Q ,w]T que l'on appelle ve
teur de 
ontr�le (noté x). De plus, on va supposer que l'on aun instrument qui nous permet de mesurer également le débit de la rivière (noté QO).Ébau
he, observations et analyse. L'obje
tif que nous poursuivons est la des
ription opti-male de l'état d'un système physique à partir :1. d'une estimation a priori des variables qui dé
rivent le système étudié (généralement elle estdonnée par une première simulation du modèle dis
rétisé). En assimilation de données onappelle aussi 
et état ébau
he et on le note xb (b de l'anglais "ba
kground"). Dans notreexemple l'ébau
he est 
onstituée par deux variables, Q et w, et don
 le ve
teur d'ébau
heest noté : [Qb ,wb]T2. des observations disponibles. On suppose que l'on dispose d'un instrument qui nous permetde mesurer le débit de la rivière (noté QO). Le ve
teur qui rassemble toutes les observationsest noté y.Le résultat du pro
essus d'assimilation de données est appelé analyse et est noté xa. L'étaped'analyse 
onsiste à mettre à jour les variables, les paramètres, les 
onditions initiales, et
., quel'on a 
hoisi 
omme représentatifs de notre système physique d'étude pour s'appro
her des ob-servations disponibles. L'étape d'analyse prend aussi en 
ompte toutes les sour
es d'erreur. Dansnotre exemple, le ve
teur d'analyse est [Qa ,wa]
T .Opérateur d'observation. Une étape 
ru
iale de l'assimilation de données 
onsiste à 
al
ulerl'é
art entre l'ébau
he et les observations. Cet é
art sert par la suite à 
orriger la valeur des va-riables de 
ontr�le. Usuellement, l'ébau
he et les observations ne sont pas dire
tement 
omparables
ar elles sont dé�nies dans des espa
es di�érents. Par exemple, imaginons que l'on veuille analyserla température de la surfa
e des o
éans. D'une part on dispose de l'ébau
he fournie par un modèleo
éanique (par exemple, un 
hamp 3D de températures), et d'autre part on a des observationsprovenant de satellites dé�lants. Cependant, les 
apteurs des satellites ne mesurent pas des tem-pératures, mais des radian
es. Il est don
 indispensable d'utiliser un opérateur pour projeter lestempératures dans l'espa
e des radian
es. Cet opérateur est appelé opérateur d'observation, il està priori non-linéaire et on le note H (sa formulation linéarisée est notée H). Ainsi, l'ébau
he xbet les observations y sont liées à travers l'expression :

y = H(xb) (2)où H(xb) est la proje
tion de l'état xb sur l'espa
e des observations. Dans notre exemple ledébit est une variable de 
ontr�le et observée au temps du modèle. En 
onséquen
e, l'opérateurd'observation est : H = [1 , 0]In
ertitudes. Il est primordial de 
omprendre que l'assimilation de données e�e
tue l'analyseen prenant en 
ompte les erreurs a�e
tées à 
haque information dé
rivant le système. L'estimationde l'analyse est faite en 
onsidérant que l'ébau
he et les observations ne sont pas parfaites et don
asso
iées à une erreur (ou in
ertitude). L'erreur liée à l'ébau
he s'é
rit :
ǫb = xb − xt. (3)où xt est l'état vrai. L'état vrai étant in
onnu, l'erreur d'ébau
he est elle aussi in
onnue. On enpropose don
 une estimation statistique. Dans notre exemple l'erreur d'ébau
he est la di�éren
e5



entre l'ébau
he [Qb ,wb]T et les vrais débits et humidités in
onnus.L'erreur liée aux observations s'é
rit :
ǫy = y −H(xt). (4)où ǫy est une variable aléatoire qui représente l'é
art entre les observations et l'état vrai du sys-tème au travers de l'opérateur d'observation H.Matri
es d'erreurs. Les te
hniques d'assimilation de données s'atta
hent à réduire l'é
art del'état du système à l'état vrai. L'information pertinente pour 
es te
hniques est 
ontenue dans lesvarian
es et les 
ovarian
es des erreurs d'ébau
he et d'observations. Les 
ovarian
es des erreursliées à l'ensemble des variables de 
ontr�le s'é
rivent sous forme matri
ielle, 
ette matri
e notée Best la matri
e de 
ovarian
e d'erreur d'ébau
he :

B =












VAR(ǫ1) . . . COV(ǫ1, ǫn). . .... VAR(ǫj)
.... . .COV(ǫn, ǫ1) . . . VAR(ǫn)












(5)Notons que les éléments diagonaux de la matri
e B 
orrespondent aux varian
es de l'erreur liéeaux variables de 
ontr�le, tandis que les termes non-diagonaux représentent les 
ovarian
es entreles erreurs liées à deux variables de 
ontr�le distin
tes.Dans notre exemple, si l'on suppose que l'erreur 
ommisse pour le débit est de 10% et pourl'humidité de 4%, la matri
e d'erreur d'ébau
he s'é
rit :
B =

[
(0.1 · Q)2 (0.1Q · 0.04w)

(0.1Q · 0.04w) (0.04 · w)2

] (6)Les 
ovarian
es des erreurs liées aux observations s'é
rivent aussi sous forme matri
ielle, 
ettematri
e notée R est la matri
e de 
ovarian
e d'erreur d'observation :
R =












VAR(ǫ1) . . . COV(ǫ1, ǫp). . .... VAR(ǫj)
.... . .COV(ǫp, ǫ1) . . . VAR(ǫp)












(7)Les éléments diagonaux de la matri
e R 
orrespondent aux varian
es de l'erreur liée aux obser-vations aux points d'observation. Les termes non-diagonaux représentent les 
ovarian
es entre leserreurs liées à des observations distin
tes. Dans notre exemple, 
ette matri
e se réduit à un s
alaire
ar on n'a qu'une observation : R = [σ2
Q0

].Dans les matri
es (5) et (7) les indi
es 1,2..,j,..,p,.. font référen
e aux variables de 
ontr�le ouaux observations. Noter que la matri
e B est de dimension n×n (ave
 n le nombre de variables de
ontr�le) et la matri
eR est de dimension p×p (ave
 p le nombre d'observations). En général n 6= p.6



Erreur d'analyse. De la même façon que l'on a asso
ié une erreur à l'ébau
he et aux observa-tions, l'analyse est elle-même enta
hée d'une erreur. Cette erreur est dé�nie 
omme l'é
art entrel'analyse xa et l'état vrai xt. C'est 
ette erreur que l'assimilation de données s'atta
he à réduire :
ǫa = xa − xt (8)On note A la matri
e de 
ovarian
e d'erreur de l'analyse, 
ette matri
e 
ontient toute l'in-formation sur les in
ertitudes des variables analysées. Etant donné que 
ette matri
e exprime leserreurs des variables de 
ontr�le 
orrigées par l'analyse, sa dimension est la même que 
elle de lamatri
e B (n × n). Pour notre exemple, 
ette matri
e s'é
rit :

A =

[
σ2
Qa

COV(Qa,wa)COV(wa,Qa) σ2
wa

] (9)Le modèle de propagation. L'assimilation de données est fréquemment appliquée à des sys-tèmes dynamiques dont l'évolution en temps est régie par un modèle de propagation. Ce modèlede propagation est une représentation mathématique des lois de la physique dis
rétisées en espa
eet en temps. Le modèle prédit l'état du système au temps i + 1 en fon
tion de l'état au temps iet d'un jeu de 
onditions initiales et de paramètres physiques. Ce modèle de propagation est noté
M.Soit x l'état du système au temps i, x peut par exemple représenter le débit évalué à di�érentspoints d'une rivière par un modèle hydrodynamique. Le modèle de propagation permet d'exprimerl'état du système au temps i + 1 :

xi+1 = M(xi) (10)Dans la suite de 
e do
ument, nous ferons l'hypothèse que le modèle de propagation est linéaire(on le note M) et qu'il n'introduit pas d'erreur entre les instants i et i + 1, 
'est à dire que l'on le
onsidère parfait entre 
es deux instants.Dans le 
ontexte de l'assimilation de données, le modèle de propagation permet de propagerl'état du système ainsi que la matri
e de 
ovarian
e d'erreur d'ébau
he B. Ainsi la matri
e Bévaluée à l'instant i peut être propagée à l'instant i + 1 selon la loi de propagation des varian
es :
Bi+1 = MBiMT (11)Le tableau 1 rassemble les 
on
epts abordés ainsi que leur notation.La �gure 3 présente s
hématiquement l'utilisation des éléments que l'on a introduit jusqu'à i
ipour produire une analyse.1.2.2 L'étape d'analyseL'étape d'analyse 
onsiste à identi�er une solution optimale pour la des
ription du système enutilisant au mieux le modèle mathématique, les observations, l'ébau
he et les erreurs sur 
es infor-mations. Cette solution dépend de la méthode 
hoisie. On peut 
lasser les méthodes d'assimilationen divers groupes, notamment en les distinguant selon le traitement de la dimension temporelle.Le premier groupe de méthodes 
onsiste à réajuster le modèle à 
haque fois qu'une observationest disponible. On parle alors de méthodes d'assimilation séquentielle. L'autre groupe 
onsisteà modi�er la 
ondition initiale au début d'une fenêtre de temps pour ajuster au mieux l'étatdu système aux observations disponibles sur 
ette fenêtre. On parle de méthodes d'assimilationvariationnelles (voir Fig. 4).
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symbole nom
x ve
teur de 
ontr�le
xt état réel
xb ve
teur d'ébau
he
xa ve
teur d'analyse
y ve
teur des observations

H / H opérateur d'observation / version linéarisée
ǫb erreur d'ébau
he
ǫy erreur d'observation
ǫa erreur d'analyse
B matri
e d'erreur d'ébau
he
R matri
e d'erreur des observations
A matri
e d'erreur d'analyse

M / M modèle de propagation / version linéariséeTab. 1 � notation de base pour l'assimilation de données.

Fig. 3 � S
héma d'utilisation du modèle numérique M, de l'ébau
he xb, des observations y et desmatri
es d'erreurs B et R pour la produ
tion d'une analyse xa et son erreur A en assimilationde données.Assimilation séquentielle. Ce type de méthodes s'appuie sur la théorie statistique du BLUE(de l'anglais "Best Linear Unbiaised Estimator"). Cette appro
he formule un estimateur de xa
omme une 
ombinaison linéaire du ve
teur d'ébau
he xb et du ve
teur des observations y ([6℄,[75℄, [68℄). Cet estimateur s'é
rit : 8
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Fig. 4 � Méthodes d'assimilation séquentielles et méthodes d'assimilation variationnelles. Les 
ar-rés représentent les observations, les �è
hes représentent l'in
rément d'analyse, xb est l'ébau
he,
xa l'analyse. La 
ourbe en trait �n représente l'estimation du modèle, la 
ourbe en trait gras re-présente la traje
toire optimisée après l'assimilation des observations.

xa = C ·

[
xb

y

] (12)où C est une 
onstante linéaire à déterminer. Dans 
ette appro
he, on émet deux hypothèsesmajeures :1. l'opérateur d'observation H, qui fait le lien entre le ve
teur de 
ontr�le et le ve
teur d'ob-servations (éq. (2)), est linéaire ;2. l'estimateur xa est non biaisé, 
'est à dire, son espéran
e mathématique est nulle (E{ǫa} =
0).On fait de plus l'hypothèse suivante : les erreurs sur les observations sont indépendantes (la
ovarian
e entre les erreurs liées à deux observations est nulle). Sous 
ette hypothèse, la solutiondu BLUE est obtenue en minimisant la varian
e de xa. Ce qui 
onduit à la solution :

xa = xb + K[y − H(xb)]
︸ ︷︷ ︸

∆xa

(13)ave
 K = BHT [HBHT + R]−1 (14)Le BLUE permet de plus de formuler les statistiques sur l'erreur liée à l'analyse. La matri
ede 
ovarian
e d'erreur d'analyse A s'é
rit [6℄ :
A = (I − KH)B (15)Les équations (13), (14) et (15) fournissent la solution optimale pour les variables de 
ontr�led'un système linéaire ave
 des in
ertitudes suivant des statistiques gaussiennes. Cette solution estoptimale au sens où elle est l'état de minimum de varian
e et don
 l'état le plus 
ertain. Dansl'équation (13) on note que l'analyse xa est la somme de l'ébau
he et d'un terme 
orre
tif ∆xaappelé in
rément d'analyse. Ce terme est proportionnel à l'é
art entre l'ébau
he et les observations,appelé ve
teur d'innovation. Le fa
teur de proportionnalité est la matri
e K qui dépend seulementdes statistiques d'erreur d'ébau
he (matri
e B) et du ve
teur des observations (matri
e R). Lamatri
e K est appelée matri
e de gain. Considérons à présent les deux 
as limites de l'équationde la matri
e de gain :1. si l'on fait entièrement 
on�an
e au modèle, alors il n'y a pas d'erreur sur les variablesd'ébau
he et don
 B est la matri
e nulle, 
e qui implique que K est aussi la matri
e nulle.Dans 
e 
as, la solution de l'analyse est identique à l'ébau
he : xa = xb ;9



2. si les observations sont parfaites, alors il n'y a pas d'erreur sur les variables observées, don

R est la matri
e nulle et K = H−1 de sorte que : xa = H−1y (à 
ondition que la matri
e
H soit inversible). Dans 
ette situation, l'analyse est la proje
tion des observations dansl'espa
e modèle.Assimilation variationnelle. A la di�éren
e des méthodes séquentielles, pour les méthodes detype variationnel on 
onsidère une fenêtre d'assimilation entre les instants t1 et t2 sur laquelleplusieurs observations sont disponibles. Ces méthodes identi�ent une 
orre
tion à apporter auxvariables de 
ontr�le sur une fenêtre de temps (ou fenêtre d'assimilation). Cette 
orre
tion estassez généralement portée au début de la fenêtre d'assimilation et 
onstitue ainsi une nouvelle
ondition initiale. Cette 
ondition initiale est intégrée et donne une traje
toire optimale en termesde 
omparaison aux observations sur la fenêtre d'assimilation (voir Fig. 4). L'état analysé estidenti�é en minimisant une fon
tion 
oût f qui prend en 
ompte la somme des é
arts entre lesobservations et la traje
toire du modèle au temps d'observation (Fig. 5).

Fig. 5 � Prin
ipe de fon
tionnement des méthodes variationnelles : minimisation d'une fon
tion
oût sur une fenêtre temporelle.Si une ébau
he est disponible on 
onsidère aussi son é
art à l'état vrai. Cet information permetde plus de fermer le système à résoudre généralement sous-déterminé du fait du faible nombred'observations par rapport à la taille du ve
teur d'état. Dans 
e 
as la fon
tion 
oût à minimisers'é
rit :
J (x) =

1

2
· (x − xb)T B−1(x − xb)

︸ ︷︷ ︸

Jb

+
1

2
· (y − Hx)T R−1(y − Hx)

︸ ︷︷ ︸

JO

(16)Il est important de noter que 
ette fon
tion est quadratique (on utilise i
i l'opérateur d'observationlinéarisé H), 
e qui fa
ilite la minimisation. La fon
tion 
oût J est 
omposée de deux termes :
Jb qui mesure l'é
art entre l'état du système et l'ébau
he pondéré par la matri
e de 
ovarian
ed'erreur d'ébau
he B et JO qui mesure l'é
art entre l'état du système et les observations pondérépar la matri
e de 
ovarian
e d'erreur d'observations R. La minimisation de la fon
tion J 
onsisteà en annuler le gradient par rapport à x. L'état analysé est tel que :

∇J (xa) = 0 (17)Sous l'hypothèse de linéarité des opérateurs et sous l'hypothèse d'erreurs gaussiennes, la minimi-sation de la fon
tion 
oût a pour solution [6℄ : 10



xa = xb + K[y − H(xb)] (18)ave
 K = BHT [HBHT + R]−1 (19)On observe que 
es équations sont identiques aux équations (13) et (14). Sous 
es hypothèses,l'appro
he séquentielle est équivalente à l'appro
he variationnelle, 
e sur une période de tempségale. Le 
hoix d'une méthode ou d'une autre dépendra de fa
teurs tels que la taille du problèmephysique.Les équations de l'analyse (18) et (19) sont valides pour les systèmes linéaires. Néanmoins, lessystèmes simulant les pro
essus physiques réels sont majoritairement non-linéaires. La minimisa-tion de la fon
tion 
oût ne peut être faite analytiquement. On 
hoisit alors une appro
he itérativequi requiert l'estimation de la fon
tion 
oût et de son gradient à 
haque itération par rapportaux variables du ve
teur de 
ontr�le. Ces 
al
uls s'avèrent 
oûteux et 
omplexes. Cette méthode
lassique de résolution numérique du problème de minimisation de la fon
tion J est appelée laméthode des modèles linéaire tangent et adjoint. La des
ription de 
ette méthode n'est pas l'objetde 
e do
ument.1.2.3 L'exemple du penduleDes
ription du problème. Illustrons à présent les di�érents 
on
epts abordés sur un exemplesimple : le pendule [76℄. Notre obje
tif : prévoir la position du pendule à un temps donné. Pour
ela, nous disposons d'observations de la position du pendule à di�érentes é
héan
es temporelles etde l'équation physique du mouvement du pendule. L'équation du mouvement du pendule amortipour l'angle α en fon
tion du temps t est :
α̈ + 2λα̇ + ω2

n sin α = 0 (20)où α est l'angle positif entre la verti
ale et le pendule (Fig. 6), α̇ = dα/dt est la vitesse angulaire

Fig. 6 � Pendule simple de longueur l. L'a

élération de la pesanteur est g et α est l'angle positifentre la verti
ale et le pendule. 11



du pendule et α̈ = d2α/dt2 est l'a

élération angulaire du pendule. λ est le 
oe�
ient de dissipationet ωn =
√

g/l est la fréquen
e propre du pendule (l : longueur du pendule, g : a

élération de lapesanteur). Les valeurs exa
tes de 
es 
oe�
ients sont mal
onnues, aussi on utilise une estimationde 
es paramètres pour la modélisation.On dé�nit le ve
teur de 
ontr�le x du système par l'angle α (x = (α)), 
.à.d, que la variable αdé
rit totalement la position angulaire du pendule par rapport à sa position d'équilibre (α = 0).On observe la position du pendule (mesure de l'angle α) toutes les se
ondes (les instants ti),en 
ommettant une erreur de mesure aléatoire (Fig. 7).
α

t t t t t1 2 3 4 5Fig. 7 � Observations : mesures bruitées de l'angle α entre une position approximative du pen-dule (trait plein) et la verti
ale aux temps ti. La position réelle du pendule à 
haque instant estreprésentée par des pointillés.Nos deux sour
es d'information sont don
 les suivantes : des observations imparfaites et peunombreuses ainsi qu'une équation du mouvement dont les paramètres sont spé
i�és (éq. 20) desorte qu'elle représente de façon approximative la position et la vitesse réelles du pendule. Il estimportant de noter à 
e stade, que si les observations étaient parfaites et su�samment nombreuses,nous n'aurions pas besoin de l'équation de mouvement du pendule pour 
onnaître sa position à uninstant donné. D'autre part, si l'équation physique était exa
te (λ et ωn exa
ts) nous pourrions ob-tenir une solution juste en résolvant l'equation (20) analytiquement en 
onnaissant les 
onditionsinitiales du problème, sans avoir re
ours aux observations. N'étant en dé�nitive dans au
une de 
es
on�gurations, nous devons utiliser l'équation de mouvement et les observations pour 
onnaître latraje
toire du pendule la plus pro
he possible de la traje
toire réelle. L'équation du mouvementapproximée du pendule modélise l'évolution au 
ours du temps du ve
teur de 
ontr�le x. Cetteéquation une fois dis
rétisée en espa
e et en temps 
onstitue le modèle numérique. Notons que ladis
rétisation est en elle-même sour
e d'une erreur numérique qui s'ajoute à l'erreur 
ommise dansla dé�nition des paramètres λ et ωn. Le modèle donne une des
ription a priori de la position dupendule et de sa vitesse à 
haque instant. Cette traje
toire est la traje
toire d'ébau
he αb.Imaginons que l'on veuille estimer la position du pendule à 
haque instant d'observation t = ti.L'intégration du modèle numérique dé
rit de plus la traje
toire de l'ébau
he au �l du temps etdonne une estimation αb de la position du pendule à t = ti. Par exemple αb(t = 1) = − π
18

rad(équivalent à 10 degrés d'ar
). Cette traje
toire est une sinusoïde de fréquen
e ωn et ave
 un
oe�
ient de dissipation λ, représentée sur la �gure 8 par la 
ourbe en trait plein. Les positionsobservées du pendule sont représentées par des 
roix sur la �gure 8. L'assimilation de données
onsiste à faire une moyenne pondérée aux instants ti entre les observations et la traje
toire12



d'ébau
he (les états d'ébau
he aux instants ti sont représentées par des 
er
les sur la �gure 8).Les états analysés aux instants ti sont représentées par des points sur la �gure 8.

0.0 2.0 4.0
−1.5

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

t

α

Fig. 8 � Représentation s
hématique de la traje
toire du pendule α(t) : la 
ourbe en trait pleinreprésente la traje
toire de l'ébau
he, les 
er
les représentent la valeur de l'angle αb sur l'ébau
heaux temps d'observation, les 
roix sont les observations de la mesure de l'angle α à 
haque se
ondeet les points représentent la valeur analysée de 
et angle. La traje
toire analysée pour l'angle α estla 
ourbe dis
ontinue en pointillés.Analyse à l'instant t = 1. Supposons que l'ébau
he αb(t = 1) = − π
18

est enta
hée d'une erreurde 10%. Imaginons que la position observée du pendule à t = 1 soit α = −π
6
(-30 degrés d'ar
 de
ir
onféren
e). Cette observation est enta
hée d'une erreur de mesure de 5%.Toute 
ette information nous permet d'analyser la position du pendule à l'instant t = 1 en utilisantl'assimilation de données. Cette analyse on la note αa. Étant donné que la variable de 
ontr�le estla variable observée, l'opérateur d'observation est la matri
e identité. On applique les équationsd'analyse optimale (13) et (14) pour le 
as d'une 
orre
tion séquentielle de l'ébau
he :

αa = αb + K[αOBS − Hαb] (21)
K = BHT [HBHT + R]−1 (22)En substituant αb = − π

18
et αOBS = −π

6
dans éq. (21) :

αa = −
π

18
+ K[−

π

6
+ I

π

18
]On 
al
ule alors la matri
e de gain K ave
 σ(αb) = 0.1 · αb = 0.018, et σ(αOBS) = 0.05 · αOBS =13



0.026. Alors les matri
es B et R sont dans 
e 
as des s
alaires qui valent :
B = [σ(αb)]

2 = (0.1 ·
π

18
)2

R = [σ(αOBS)]2 = (0.05 ·
π

6
)2En substituant 
es valeurs dans l'éq. (22) on obtient :

K = (0.1 ·
π

18
)2

[

(0.1 ·
π

18
)2 + (0.05 ·

π

6
)2

]−1

≈ 0.308La valeur analysée αa est �nalement :
αa = −

π

18
+ 0.308 · [−

π

6
+ I

π

18
] ≈ −

π

11Erreur d'analyse à l'instant t = 1. L'analyse optimale est la position angulaire du penduleentre l'ébau
he et le modèle (approximativement -17 dégres d'ar
) 
ompte tenu des in
ertitudessur 
es informations (voir Fig. 8). L'in
ertitude sur l'état analysé selon l'éq. (15)) est :
A = (I − KH)BEn substituant les valeurs de K, H et B dans 
ette équation et en faisant la ra
ine 
arré pourévaluer l'erreur de l'analyse en fon
tion de l'é
art type, on obtient que σ(αa) = 0.0145. L'erreurde l'état analysé a été réduite par rapport à 
elles de l'ébau
he et de l'observation (σ(αa) <

σ(αb) et σ(αOBS)).L'analyse à ti est utilisée 
omme ébau
he à ti+1. Cette ébau
he est propagée par le modèlejusqu'à ti+1 pour une nouvelle analyse. Ce 
y
lage d'analyses dé
rit une traje
toire analysée del'angle α du pendule dis
ontinue en temps 
omme illustré par la 
ourbe en pointillés sur la �gure(Fig. 8)Cet exemple s
hématique illustre une méthode d'assimilation séquentielle qui, à 
haque instantd'observation, e�e
tue une analyse en n'utilisant que les observations à l'instant donné (une seuleà 
haque instant dans 
et exemple).1.3 La philosophie de quelques méthodes d'assimilation de donnéesCette se
tion présente les prin
ipales méthodes d'assimilation utilisées au CERFACS, ainsi quedans de nombreux 
entres de re
her
he ou opérationnels.1.3.1 Interpolation optimale (OI)La méthode OI a été l'une des premières méthodes d'assimilation de données modernes im-plémentées par plusieurs 
entres ave
 l'obje
tif d'améliorer la simulation des 
hamps physiquesgénérés. Aujourd'hui l'OI est en
ore opérationnelle pour l'analyse des 
hamps d'humidité du solet de la température des surfa
es 
ontinentales (primordiales 
omme 
ondition limite de la bassetroposphère des modèles de prédi
tion météorologique) de Météo-Fran
e et du CEPMMT (CentreEuropéen pour la Prévision Météorologique à Moyen Terme).L'hypothèse fondamentale derrière la méthode d'OI ([47℄, [63℄) est que pour 
haque variablede 
ontr�le en 
haque point de grille, on ne prend en 
ompte à l'instant d'analyse qu'un nombreréduit d'observations. La séle
tion des observations retenues autour de 
haque point de grille suitun 
ritère plus ou moins ad-ho
 (voir Fig. 9).Avantages : La 
onstru
tion de la matri
e de gain K se fait à un 
oût numérique réduit et sonimplémentation est relativement aisée à faire. Pour le 
al
ul de l'analyse on utilise les équations(18) et (19), on identi�e alors la solution optimale à l'instant d'analyse.14



In
onvénients : La solution demeure sous-optimale relativement à l'ensemble des observations,et les analyses en 
haque point de grille sont généralement bruitées par le 
hoix d'un groupe réduitd'observations 
ontribuant à l'analyse.

Fig. 9 � Prin
ipe de l'assimilation ave
 la méthode de l'OI. Les 
arrées représentent les observa-tions : en bleu, 
elles qui 
ontribuent à l'analyse au point p1, en jaune 
elles qui 
ontribuent àl'analyse au point p2. Seules les observations en rouge 
ontribuent à l'analyse aux deux points degrille.1.3.2 Filtre de KalmanUne des méthodes les plus utilisées est le Filtre de Kalman, aussi on propose une des
riptiondes étapes d'un �ltre de Kalman. A l'égal de l'OI, le �ltre de Kalman e�e
tue des 
orre
tions surles variables de 
ontr�le séquentiellement selon la disponibilité des observations (se
tion 1.2.2).1. Initialisation du �ltre de Kalman :À l'instant ti on dispose d'une ébau
he xi
b dont les 
ovarian
es sont dé
rites dans la matri
eBnotée i
i Pi

b par 
onvention d'é
riture. Ave
 
ette seule information, la meilleure estimationde l'état du système au temps i est l'ébau
he et la 
ovarian
e de l'estimation est égale à la
ovarian
e de l'ébau
he :
xa

i = xb
0 (23)

Pa
i = Pb

0 (24)2. Étape de propagation :Dans 
ette étape, l'état du système évolue temporellement grâ
e au modèle physique Mjusqu'au pro
hain temps d'observation. En première approximation on suppose M linéaire(noté M) :
xi+1

b = Mxa
i (25)La matri
e de 
ovarian
e du système est elle aussi propagée de l'instant i à l'instant i + 1selon la loi de propagation des varian
es (éq. (11)) :

Pi+1

b = MPa
iMT (26)15



3. Étape d'analyse :Dans 
ette étape on utilise l'observation au temps i+1. L'information de la nouvelle observa-tion est introduite pour être 
ombinée ave
 l'estimation du modèle dynamique. La re
her
hede l'analyse xi+1
a est dé
rite par les équations du BLUE (se
tion 1.2.2).

xi+1
a = xi+1

b + Ki+1(yi+1 − Hi+1 · xi+1
b ) (27)ave
 Ki+1 = Pi+1

b Hi+1(Hi+1Pi+1
b (Hi+1)T + Ri+1)−1 (28)Finalement, pour que le �ltre soit 
omplet, une estimation de la matri
e de 
ovarian
ed'erreur d'analyse Pi+1

a doit être fournie :
Pi+1

a = E
[
(xi+1

a − xi+1
t )(xi+1

a − xi+1
t )T

]
= (I − Ki+1Hi+1)Pi+1

b (29)Ce jeu d'équations ((23)-(29)) nous permet de 
orriger les variables de 
ontr�le et leurs in
er-titudes à 
haque fois que l'on ren
ontre une observation, puis de propager l'état du système et sonin
ertitude jusqu'au pro
hain temps d'observation.Avantages : La méthode OI est suboptimale du fait de l'utilisation d'un groupe réduit d'obser-vations, le �ltre de Kalman est lui optimal globalement pour des systèmes linéaires. Il permet ausside 
ombiner plusieurs types d'observations plus fa
ilement que d'autre méthodes d'assimilation dedonnées.In
onvénients : Le �ltre de Kalman est seulement appli
able à des systèmes linéaires. De plus
ette méthode engendre des 
al
uls algébriques dans l'espa
e de l'état du modèle sur des matri
esde grandes taille. Le �ltre de Kalman n'est don
 pas appli
able pour des systèmes de grande tailletels que l'o
éan ou l'atmosphère. Pour de tels systèmes, on utilise des simpli�
ations du �ltre deKalman qui 
onsistent à travailler dans un espa
e de taille réduite. Ces appro
hes ne seront pasprésentées i
i.1.3.3 3D-VARCette méthode, largement utilisée dans les servi
es opérationnels de météorologie et d'o
éano-graphie, s'appuie sur l'appro
he variationnelle. A la di�éren
e de la méthode d'OI, elle prend en
ompte toutes les observations disponibles sur une période temporelle et 
e sur tout le domainespatial d'étude, 
e qui donne aux analyses une meilleure 
ohéren
e spatio-temporelle que l'OI. Lesobservations sont ramenées à un seul instant, 
omparées aux variables de 
ontr�le estimées parle modèle au même instant (fréquemment au milieu de la fenêtre d'assimilation). Les variablespronostiques sont 
orrigées par un in
rément (in
rément d'analyse) et propagées par le modèlejusqu'à la �n de 
ette fenêtre.Avantages : La méthode 3D-VAR est bien adaptée à des systèmes où le ve
teur d'état est unve
teur de grande taille, tels que par exemple l'atmosphère. Elle est moins 
oûteuse en termes detemps de 
al
ul que les méthodes 3D-FGAT et 4D-VAR dé
rites par la suite.In
onvénients : Cette méthode ne prend pas en 
ompte la dimension temporelle des observa-tions 
e qui peut biaiser l'analyse.1.3.4 3D-VAR FGATLe 3D-FGAT (First Guess at Appropiate Time) [50℄ est une version sophistiquée du 3D-VARqui prend en 
ompte la dynamique du système pour 
al
uler l'é
art entre l'état du modèle et lesobservations. Les observations sont 
omparées à leur équivalent modèle à l'instant exa
t d'ob-servation. Le 3D-FGAT est une appro
he in
rémentale qui vise non plus à donner une nouvelle16



estimation du ve
teur de 
ontr�le mais l'estimation d'une 
orre
tion à apporter à 
e ve
teur. Cette
orre
tion est l'in
rément d'analyse. Dans l'appro
he 3D-FGAT on fait l'hypothèse que l'in
rémentest 
onstant sur la fenêtre d'assimilation et qu'il est don
 valide à tout instant de 
ette fenêtre.Avantages : L'hypothèse émise sur l'in
rément d'analyse diminue notablement le 
oût de 
al
ulpar rapport au 4D-VAR. De plus, elle est plus optimale que le 3D-VAR.In
onvénients : Le 3D-FGAT est plus 
oûteux que le 3D-VAR. Contrairement au 4D-VAR,
ette méthode ne prend pas en 
ompte la dynamique 
omplète du système.1.3.5 4D-VARNous appréhendons i
i le 4D-VAR ([47℄, [30℄) dans sa version in
rémentale a�n de poursuivre ladis
ussion entreprise sur le 3D-FGAT. Cette méthode variationnelle prend en 
ompte la dynamiquedu système dans la propagation de l'in
rément d'analyse. Cet élément 
onstitue un sur
oût majeur.En e�et dans le pro
essus de minimisation, il faut évaluer la fon
tion 
oût et son gradient à 
haqueitération. Le 
al
ul de la fon
tion 
oût implique de propager expli
itement l'in
rément par lemodèle linéaire tangent. Le 
al
ul du gradient de la fon
tion 
oût implique la propagation inversede l'in
rément par l'adjoint du modèle linéaire tangent.En plus du sur
oût de 
al
ul, le 4D-VAR implique l'utilisation du 
ode adjoint qui n'est pastoujours a

essible. L'analyse du 4D-VAR (in
rémental) identi�e une 
orre
tion du ve
teur de
ontr�le généralement appliquée au début de la fenêtre d'assimilation. A partir de 
ette nouvelle
ondition initiale l'intégration du modèle de propagation fournit une nouvelle traje
toire optimalepar rapport à la traje
toire de l'ébau
he et aux observations. La �gure 10 présente les prin
ipalesdi�éren
es entre la méthode 3D-VAR et le 4D-VAR.Avantages : L'analyse est optimale sur la fênetre d'assimilation et 
omparable à l'analyse du�ltre de Kalman pour des systèmes linéaires.In
onvénients : Cette méthode implique l'utilisation des 
odes adjoint et linéaire tangent. Le
oût de 
al
ul est élevé et 
omparable à 
elui d'un �ltre de Kalman 
omplet.

Fig. 10 � Prin
ipe d'assimilation des méthodes 3DVAR et 4DVAR. Le 3DVAR ramène les deuxobservations au temps d'analyse sans 
onsidèrer leur dimension temporelle. Le 4DVAR prend en
ompte la dynamique du système et ajuste globalement la traje
toire du système aux observationsdisponibles. 17



2 Les outils pour l'assimilation de donnéesCette se
tion est 
onsa
rée à la des
ription des outils pour l'assimilation utilisés régulièrementau CERFACS. Ces outils visent à une meilleure gestion et optimisation des méthodes d'assimilationde données.2.1 PALMLe logi
iel PALM (Projet d'Assimilation par Logi
iel Multi-méthodes) [87℄ est un outil de
ouplage dynamique de 
odes parallèles développé au CERFACS. Ce logi
iel o�re une interfa
egraphique souple et fa
ile à utiliser permettant le 
ouplage de di�érentes unités numériques. Cettemodularité fa
ilite le développement des algorithmes d'assimilation et permet de plus de testerdiverses méthodes en ne modi�ant qu'un nombre limité d'unités, 
e dans un environnement pa-rallèle. PALM permet en�n l'a

ès à des librairies d'algébre indispensables pour l'assimilation dedonnées.L'environnement PALM est parti
ulièrement adapté à l'assimilation de données. Cet outil logi-
iel permet de tester plusieurs méthodes d'assimilation en parallèle sans besoin de savoir program-mer du 
al
ul parallèle. Il permet d'é
hanger des unités 
orrespondant à des entités des méthodesd'assimilation tel que l'opérateur d'observation, le minimiseur, les matri
es de 
ovarian
es d'er-reurs, le tout dans un environnement graphique 
onvivial et fa
ile à utiliser. Il a été utilisé pourde nombreuses appli
ations dé
rites sur le site web du logi
iel palm :http ://www.
erfa
s.fr/glob
/PALM_WEB/.2.2 Les algorithmes de minimisationAujourd'hui la plupart des servi
es opérationnels mettent en ÷uvre des méthodes d'assimi-lation variationnelles pour l'analyse de 
hamps physiques des variables pronostiques. En e�et laminimisation de la fon
tion 
oût est généralement moins 
oûteuse que le 
al
ul matri
iel, notam-ment l'inversion de la matri
e de gain. Comme l'on a déjà vu dans la se
tion 1.2.2, les méthodesvariationnelles 
onsistent à minimiser la fon
tionnelle J mesurant l'é
art entre le modèle et l'ana-lyse et entre les observations et l'analyse, ave
 la 
ontrainte des in
ertitudes sur les observations etl'ébau
he (16). La minimisation de 
ette fon
tionnelle représente un problème 
omplexe et 
oûteux.Dans 
ette se
tion on présente les méthodes de minimisation les plus utilisées au CERFACS.2.2.1 Méthode du gradientLa méthode du gradient re
her
he la dire
tion de plus profonde des
ente d'une fon
tion f .Comme toutes les méthodes numériques de minimisation, la méthode du gradient est une méthodeitérative qui applique la loi de ré
urren
e suivante :
xk+1 = xk − γk sk (30)où sk est la dire
tion de des
ente au temps k et γk un 
oe�
ient qui module la taille du pas dedes
ente à l'instant k. L'algorithme est initialisé par une première approximation à la solution

x = x0. Ensuite, on 
her
he à identi�er la dire
tion de des
ente s de pente maximum en annulantle gradient de la fon
tion ∇f = 0 :
x1 = x0 − γ0 s0 (31)
x2 = x1 − γ1 s1

x3 = x2 − γ2 s2

. . . (32)
. . . (33)18



En�n, on applique un 
ritère qui 
onsiste à 
omparer la norme du gradient de la fon
tion àminimiser ave
 une valeur très petite ǫ.Avantages : Le sto
kage en mémoire ainsi que le 
oût numérique de 
haque itération sontinférieurs à 
elui des autres méthodes de minimisation.In
onvénients : Si le pas de des
ente est très petit, alors la minimisation peut né
essiter denombreuses itérations, sans pour autant que l'on ait la 
ertitude que la minimisation 
onverge(annexe A1).2.2.2 Gradient 
onjuguéLa méthode du gradient 
onjugué est une amélioration numérique de 
elle du gradient simple.Elle 
onsiste à prendre de meilleures dire
tions de des
ente qu'ave
 la méthode du gradient. Ce
ise fait en 
onstruisant des dire
tions 
onjuguées au moyen d'un pro
essus orthogonal de Gram-S
hmidt (d'où le nom de gradient 
onjugué). La dire
tion de re
her
he du minimum est don
plus optimale et dire
te que dans la méthode du gradient. L'annexe A2 fait une présentation plusdétaillée de l'algorithme du gradient 
onjugué.

Fig. 11 � En haut, anomalie de SSH moyennée sur la boîte nino3 pour l'expérien
e de 
ontr�le (sansassimilation) en rouge et ave
 assimilation (méthode 3DVAR-FGAT) en noir. En bas, des donnéesindépendantes de la mission TOPEX/POSEIDON (non-assimilées) sont ajoutées en bleue.Le projet NEMOVAR rassemble diverses améliorations tant te
hnologiques que s
ienti�ques :1. Le nouveau système NEMOVAR a été 
onçu a�n de gérer au mieux l'utilisation de la mémoiredynamique ainsi que le parallélisme de tâ
hes. Ce 
ode est don
 parfaitement adapté àl'exploitation des 
al
ulateurs puissants dont s'équipent aujourd'hui les gros 
entres de 
al
ul.2. NEMOVAR permettra l'a

ès à une 
on�guration à plus haute résolution, notamment pourdes analyses à l'é
helle régionale. 19



3. Un apport 
onséquent a été réalisé sur le plan de l'algorithme de minimisation du gradient
onjugué ave
 l'utilisation de pré
onditionneurs, pour assurer une 
onvergen
e su�sammentrapide du pro
essus de minimisation. Dans OPAVAR deux routines basées sur les méthodesdu gradient 
onjugué (annexe A.2) et Newton (paragraphe ??) sont utilisées pour obtenir lasolution de problèmes quadratiques à la suite d'une formulation in
rémentale de 3D-VAR et4D-VAR. L'obje
tif dans NEMOVAR sera de rassembler les avantages de 
es deux routinespour 
réer une seule et plus puissante méthode de minimisation.4. La réalisation d'un ensemble d'analyses, ainsi que la mise en pla
e d'un opérateur de di�usiongénéralisé permettront de proposer une meilleure représentation de la matri
e de 
orrélationdes erreurs d'ébau
he (matri
e B).2.2.3 Perspe
tivesDans un premier temps, on s'atta
hera à tester la performan
e des algorithmes de minimisa-tion et des di�érents pré
onditionneurs, ainsi que les développements e�e
tués sur la matri
e de
ovarian
e d'erreur d'ébau
he sur un nombre réduit de 
y
les d'analyse (expérien
e 
ourte a�n deréduire les 
oûts de 
al
ul). Dans un deuxième temps, la réalisation d'expérien
es longues permet-tra la réalisation des prévisions saisonnières et d'e�e
tuer des réanalyses de l'o
éan.2.3 L'assimilation de données pour le suivi d'espè
es 
himiques atmo-sphériques au CERFACS2.3.1 Introdu
tionAu 
ours des dernières dé
ennies, l'e�et de serre, le 
hangement 
limatique ainsi que la qualitéde l'air sont devenus des préo

upations importantes qui ont donné une plus grande importan
eà l'étude de l'évolution et de la propagation des espè
es 
himiques au sein de l'atmosphère qui
ontribuent à 
es e�ets. Au CERFACS, l'intérêt a été 
entré spé
i�quement sur la surveillan
e del'ozone atmosphérique. L'ozone est un 
omposant vital de la basse stratosphère à 
ause de son�ltrage des radiations UV no
ives pour la vie sur les surfa
es 
ontinentales. De plus, il joue unr�le très important dans la troposphère sur l'e�et de serre et sur la photo
himie atmosphérique.Cependant, les observations 
lassiques (instruments à la surfa
e, 
apteurs à bords des avions, et
.)n'o�rent pas une bonne 
ouverture spatial-temporelle pour sa surveillan
e. Le lan
ement de sa-tellites ave
 des instruments 
apables de fournir un signal physique proportionnel à la quantitéde gaz tra
e résidant dans l'atmosphère, permet l'utilisation de s
hémas d'assimilation modernespour une meilleure représentativité de l'évolution des espè
es 
himiques.2.3.2 Le s
héma d'assimilationLe CERFACS développe un système d'assimilation de données 
himiques atmosphériques�exible et performant. Pour 
ela, il est 
onstruit autour du modèle de 
himie-transport 3D MO-CAGE (Modèle Chimie Atmosphérique à Grande É
helle) du CNRM (Centre National de Re-
her
hes Météorologiques). Pour assurer la �exibilité de l'assimilation, 
e modèle propose des
on�gurations variées qui permettent d'e�e
tuer aussi bien des analyses rapides que des analysespré
ises. Le domaine est le globe ave
 une dis
rétisation spatiale base résolution (2◦×2◦) ou hauterésolution (0.5◦ × 0.5◦). Di�érents s
hémas 
himiques sont disponibles ave
 des versions linéaires(peu 
oûteuses en temps de 
al
uls) pour quelques espè
es (ozone, monoxyde de 
arbone,...), desversions plus dédiées à la stratosphère et d'autres plus globales (troposphère et stratosphère). Ladis
rétisation verti
ale débute au niveau du sol et s'étend au 
hoix jusqu'à environ 35 ou 60 km.Les modèles de 
himie-transport utilisent des forçages dynamiques externes. Ceux de MOCAGEproviennent soit des analyses de Météo-Fran
e, soit des analyses du CEPMMT (Centre Européenpour les Prévisions Météorologiques à Moyen Terme).20



Fig. 12 � Distribution de l'ozone atmosphérique en ppm le 20 Novembre 2003. a) Simulationde MOCAGE, b) Analyses après l'assimilation des observations du 
apteur MIPAS, 
) di�éren
eentre la simulation de MOCAGE et les analyses. Les 
arrés représentent les points géographiquesdes observations. 21



A�n de piloter l'ensemble de 
es 
on�gurations qu'o�re MOCAGE, le système d'assimilationnommé MOCAGE-PALM a été réalisé sous l'environnement PALM (se
tion 2.1). La méthode d'as-similation utilisée est le 3D-VAR FGAT (voir se
tion 1.3.4). La formulation in
rémentale de 
etteméthode fa
ilitera à terme la transition du système vers un 4D-VAR in
rémental. Pour 
ela, il serad'abord né
essaire d'améliorer les ressour
es de mémoire dans la minimisation de la fon
tionnelle,notamment au moyen des algorithmes de minimisation et d'utilisation de pré
onditionneurs.En�n, la dernière possibilité de �exibilité provient du 
hoix des observations que l'on souhaiteanalyser. En e�et, la variété des données 
himiques est importante ave
 des mesures in situ prove-nant de sondages ou d'instruments embarqués à bord d'avions et des mesures spatiales provenantde satellites géostationnaires ou dé�lants, fournissant des données pon
tuelles ou intégrales (inté-grées sur une 
ou
he partielle ou 
omplète de l'atmosphère). MOCAGE-PALM a été 
onçu a�nde pouvoir assimiler l'ensemble de 
es observations.Ce système d'assimilation a été utilisé lors du projet européen ASSET a�n d'analyser lespro�ls d'ozone de l'instrument MIPAS (embarqué à bord du satellite ENVISAT) sur une périodede 5 mois. Les analyses d'ozone qui en étaient issues, étaient de qualité 
omparable aux analysesdes systèmes d'assimilation des autres parti
ipants. À titre d'illustration, la �gure 12 montre ladistribution de l'ozone dans la stratosphère à 48 hPa, le 20 de novembre de 2003. La �gure 12a
orresponde à une simulation de MOCAGE de référen
e sans assimilation. Les petits 
arrés dans lestrois �gures représentent les observations e�e
tuées par le 
apteur MIPAS le 20 Novembre le long desa traje
toire autour de la Terre. Ces observations sont intégrées dans le s
héma d'assimilation, etles analyses qui en résultent sont montrées à la �gure 12b. Cette �gure montre que les 
hangementssont situés seulement autour des points de mesures. En�n, la �gure 12
 montre la di�éren
e entreanalyses et observations. Pour la majorité des latitudes où les observations étaient disponibles,la 
on
entration d'ozone a très peu 
hangé, sauf pour le p�le sud où de fortes disparités sontobservées. Or, 
'est justement dans 
es latitudes que la 
ou
he d'ozone atmosphérique est la plus�ne et la plus sensible aux a
tivités humaines. Cela justi�e l'appro
he de l'assimilation de donnéesqui est 
apable de 
orriger les estimations de MOCAGE.2.3.3 Perspe
tivesA
tuellement, le système d'assimilation n'a été utilisé que pour e�e
tuer des analyses d'épisodespassés. L'obje
tif à 
ourt terme 
onsiste à adapter le système d'assimilation a�n d'analyser desépisodes présents, a�n de réaliser en quasi temps réel des prévisions des 
on
entrations des gaztra
e de l'atmosphère. Ces prévisions pourront servir par exemple à anti
iper la formation du troud'ozone ou pour l'analyse de la qualité de l'air. A�n d'améliorer 
es futures analyses d'espè
es
himiques, il sera souhaitable d'utiliser le plus grand nombre d'observations possibles, d'autantplus qu'elles présentent toutes une spé
i�
ité di�érente (résolution verti
ale et temporelle). La
on
ordan
e entre les di�érentes mesures devra être véri�ée.2.4 Assimilation de données pour la neutronique au CERFACS2.4.1 Introdu
tionDes domaines peu exploités jusqu'à aujourd'hui, tels que la neutronique, traitée dans 
e para-graphe, béné�
ient également de l'assimilation de données. L'assimilation de mesure de diagnos-tique du 
÷ur a déjà démontré une amélioration par rapport à l'estimation brute par le modèleCOCCINELLE d'EDF R&D de la nappe de �ux neutronique 3D d'un réa
teur nu
léaire. Pré-
édemment, le 
ode d'interpolation CAMARET exploitait les mesures à l'intérieur du 
÷ur duréa
teur et les interpolait pour 
réer une 
arte optimisée d'a
tivités neutroniques, en prenant en
ompte les é
arts par rapport à la simulation de COCCINELLE. Cependant, toute l'informa-tion issue de la mesure ne pouvait être traitée et au
une optimisation des paramètres du 
odeCOCCINELLE n'était envisageable. Dans 
e 
ontexte, le CERFACS a développé deux maquettesd'assimilation qui 
omplètent CAMARET. L'obje
tif �nal est la meilleure 
onnaissan
e de l'état22



Fig. 13 � S
héma de l'assimilation des observations neutroniques.neutronique du 
÷ur et une optimisation des modèles de simulation.La �gure 13 montre de manière très simpli�ée un s
héma du pro
ès d'assimilation pour la neu-tronique au CERFACS. On observe 
lairement les deux termes de la fon
tion 
oût (eq. (16)) ; d'un
�té le système 
al
ul l'é
art entre un état de l'a
tivité neutronique du système (A) et l'ébau
hepar le modèle COCCINELLE (Ab) et de l'autre l'é
art entre les observations (Aobs) et les esti-mations du modèle dans l'espa
e des observations (H(Aobs)). Ces deux termes sont minimisés, lasolution est une valeur optimisée des a
tivités neutroniques.Dans le 
adre des a
tivités menées au sein du CERFACS, deux maquettes d'assimilation pourla neutronique ont été développées : MANARA et KAFEINE.2.4.2 La maquette MANARAL'obje
tif de la maquette MANARA (Modular Appli
ation for Neutroni
 A
tivity Re
ons-tru
tion and Assimilation) [72℄ est l'amélioration de l'estimation de la 
arte de puissan
e 3D duréa
teur nu
léaire. Le modèle COCCINELLE utilisé par le CERFACS est un modèle qui en
haînedi�érentes étapes de la physique des 
÷urs : l'étape neutronique, l'étape thermo-hydraulique, lathermique et les 
ontre-réa
tions qui servent à itérer jusqu'à 
onvergen
e du 
al
ul. Les prédi
tionsde COCCINELLE ne sont pas parfaites à 
ause d'une in
ertitude sur les paramètres d'entrée ainsique sur la physique nu
léaire modélisée dans les équations du modèle. Ces prévisions peuventêtre améliorées en utilisant des systèmes d'observation insérés à l'intérieur du réa
teur nu
léaire.Ces systèmes sont très pré
ieux, 
ar ils permettent de faire un diagnosti
 du fon
tionnement duréa
teur. Plusieurs systèmes d'observation de prin
ipes physiques di�érents sont implantés à l'in-térieur et à l'extérieur du 
÷ur du réa
teur. Ils mesurent par exemple l'a
tivité neutronique ou latempérature du �uide 
aloporteur é
hau�é par les réa
tions nu
léaires.La méthode d'assimilation de la maquette MANARA est le 3D-VAR. Étant donné la taillerelativement faible de 
e système, la minimisation de la fon
tion 
oût est obtenue de manièredire
te. Dans 
ette maquette deux points prin
ipaux ont été abordés :� un travail important a été mené sur la modélisation des valeurs de la matri
e de 
ovarian
ed'ébau
he B.� le deuxième point abordé est l'assimilation d'observations provenant de plusieurs instru-ments. Jusqu'à présent seulement les mesures issues d'un seul type d'instrument avaient étéassimilées. Néanmoins, selon la théorie d'estimation optimale la pré
ision totale de l'ana-lyse est plus grande quand le nombre d'observations augmente, indépendamment de leur23



pré
ision, selon :
1

σ2
=

n∑

i=1

1

σ2
i

(34)ave
 n le nombre d'observations. Les travaux sur la maquette MANARA ont montré quel'utilisation observations peu pré
ises est négligeable si d'autres observations plus pré
isessont disponibles. En revan
he, ave
 peu d'instruments disponibles, l'assimilation d'observa-tions peu pré
ises peut 
ontribuer fortement à la qualité des analyses.Dans les perspe
tives de 
ette étude, il est envisagé de ra�ner la modélisation des di�érentstermes qui 
ontribuent à la 
orre
tion de l'ébau
he (opérateur d'observation, matri
es d'in
erti-tudes, et
.). La validation 
roisée pourra être également développée ave
 l'optimisation de l'algo-rithme d'assimilation. En�n, le pro
essus d'analyse permettra de mettre en lumière les points oùle modèle COCCINELLE peut être amélioré.2.4.3 La maquette KAFEINELa maquette d'assimilation KAFEINE a pour obje
tif d'ajuster de manière simultanée plusieursparamètres neutroniques qui s'ajustent mieux aux observations du 
÷ur du réa
teur. Le problèmed'estimation de paramètres est aussi un problème très 
ommun en assimilation de données et
'est une autre manière d'améliorer les simulations d'un modèle, notamment quand les paramètresd'entrée ont une forte in
ertitude (voir Fig. 2). La méthode retenue dans 
ette maquette estle Filtre de Kalman Étendue (EKF, [33℄). Cette méthode est spé
ialement adaptée pour dessystèmes dont le nombre de paramètres de 
ontr�le est réduit, le modèle mathématique est supposélinéaire et les statistiques d'erreur sont supposées gaussiennes. Ces 
onditions sont en grande partieréalisées dans 
e problème d'assimilation pour la neutronique. Les résultats de KAFEINE ontdémontré les avantages de 
ette méthodologie pour améliorer la pro
édure 
lassique de 
alage deparamètres. Cette maquette exploite l'exé
ution optimale et en parallèle de ta
hes numériquesdans l'environnement PALM.2.5 Une appro
he pour l'assimilation appliquée à l'hydrologie et à l'hy-draulique �uviale2.5.1 Introdu
tionL'assimilation de données dans le domaine de l'hydrologie est relativement nouveau par rap-port à son usage dans les domaines de la météorologie ou de l'o
éanographie. Plusieurs étudesont déjà montré que l'utilisation des systèmes variationnels, tels que le 3D-VAR, ou des systèmesbasés sur les �ltres de Kalman sont 
apables d'améliorer le suivi de l'état de la surfa
e, notam-ment par le biais de son 
ontenu en eau. L'humidité de la surfa
e joue un r�le 
lé dans le systèmesurfa
e-atmosphère, 
ar elle in�uen
e fortement les é
hanges de �ux de 
haleur entre la surfa
e etla moyenne troposphère (responsables de phénomènes 
limatiques à é
helle lo
ale 
omme la forma-tion des nuages) et 
ontr�le la répartition des pré
ipitations entre in�ltration et ruissellement, 
equi est vital pour l'équilibre du débit des rivières. Le suivi spatio-temporel de l'humidité du sol est,en 
onséquen
e, de première importan
e pour les modèles de prévision numérique, d'hydraulique�uviale ou les modèles d'agri
ulture entre autres.D'autre part, les phénomènes météorologiques extrêmes plus fréquents en raison du 
hange-ment 
limatique ont amené à une préo

upation 
roissante pour la prévision des 
rues extrêmes.Par exemple, les inondations 
atastrophiques du 8 et 9 Septembre 2002 dans les départementsdu Gard, du Vau
luse et de l'Hérault ont 
ausé d'énormes dégâts matériels et pertes des vies hu-maines. Pour faire fa
e aux risques asso
iés aux inondations, aujourd'hui des servi
es d'annon
e de
rue fon
tionnent de façon opérationnelle et sont repartis en Fran
e. Ces servi
es ainsi que d'autresorganismes ont développé des modèles hydrologiques et hydrauliques adaptés aux 
ara
téristiques24



physiques des di�érents bassins versants. Cependant, la 
omplexité des pro
essus physiques im-pliqués lors d'une 
rue font que le fon
tionnement de 
es modèles n'est pas en
ore totalementsatisfaisant. L'utilisation de l'assimilation de données dans 
e 
ontexte est en
ore marginale et sespotentialités ne sont pas en
ore exploitées.2.5.2 Initialisation de l'humidité du sol pour les modèles de prévision numériqueA
tuellement à Météo Fran
e, l'humidité du sol dans les modèles de prévision numérique opé-rationnels ARPEGE (modèle global) et ALADIN (modèle à aire limitée) est initialisée en utilisantla méthode d'OI (paragraphe 1.3.1) pour l'assimilation des températures et de l'humidité du solà 2 m de hauteur du réseau SYNOP. Les dernières re
her
hes au CNRM (Centre National deRe
her
hes Météorologigues) portent sur l'implémentation d'un prototype d'un s
héma d'assimi-lation 2D-variationnel simpli�é [2℄ (basé sur la linéarisation de l'opérateur d'observation au moyend'une approximation linéaire par di�éren
es �nies) qui permettra d'améliorer les analyses d'OI. Cesystème permet l'analyse de l'humidité du sol ainsi que d'autres variables toutes aussi importantespour 
ara
tériser l'état de la surfa
e, telles que la biomasse de la végétation ou la température dusol, sont fa
ilement intégrables dans le système global. L'assimilation d'observations de l'humiditéde la surfa
e et du LAI (Leaf Area Index) à é
helle lo
ale ave
 la version 1D a été testée sur lesite de SMOSREX [24℄ au Sud-Ouest de Toulouse pour l'analyse du réservoir d'eau utile du sol etde la biomasse de la végétation [53℄. Ce résultat est présenté sur la �gure 14. Les trois graphiquesreprésentent l'évolution temporelle de l'humidité de la zone ra
inaire (w2), de la biomasse de lavégétation et du LAI sur la période 2001-2004 sur le site de SMOSREX. Chaque graphique 
om-pare la simulation du modèle de surfa
e ISBA-A-gs (simulation de 
ontr�le), les observations et lesanalyses. On 
onstate que le modèle n'est pas 
apable de bien reproduire les épisodes de sé
heressedes années 2003 et 2004. Ce problème est dû à l'in
apa
ité du modèle à représenter les valeurs del'humidité du sol inférieures au point de �étrissement. En été des années 2003 et 2004, l'humiditédu sol a été observée au dessous du point de �étrissement. L'assimilation améliore la simulationbrute de l'humidité et des variables de végétation du modèle ISBA-A-gs. La valeur ajoutée de l'as-similation est 
lairement observée sur les périodes de sé
heresse. Même si les analyses sont en
oreloin des observations, elles sont 
apables 
ependant de fournir des états de l'humidité initiale plusréalistes au dessous du point de �étrissement "théorique" du sol.L'extension de 
e s
héma à deux dimensions est en 
ours de validation sur le bassin Adour-Garonne, qui in
lut la région Atlantique-Méditerranée au Sud-Ouest de la Fran
e et qui o�re unegrande diversité des 
onditions bio-
limatiques. Les observations du LAI des satellites MODIS(Moderate Resolution Imaging Spe
troradiometer) et SPOT/VGT, ainsi que les observations del'humidité du sol du réseau SMOSMANIA de Météo-Fran
e serviront 
omme produits de validationdes observations de télédéte
tion, spé
ialement 
elles qui seront fournies par le futur satellite SMOS(Soil Moisture and O
ean Salinity) de l'ESA (European Spa
e Agen
y) en bande L.2.5.3 Cara
térisation de l'état des rivièresUne appli
ation importante de l'assimilation de données pour l'hydrologie est la 
ara
térisationde l'état des rivières au moyen de variables telles que le débit ou la hauteur du niveau de l'eau àl'exutoire d'un bassin versant. Le CERFACS a déjà engagé quelques études préliminaires sur la
réation d'une maquette d'assimilation pour l'hydrologie. L'obje
tif fondamental de la maquetteest l'amélioration du débit total simulé du bassin de l'Ardè
he à Vogüe et du bassin du Gardonà Anduze. Pour 
ela, une version simpli�ée du modèle TOPModel a été utilisée. Les résultatspréliminaires ont montré la rédu
tion des é
arts [débit analysé-débit observé℄ des hydrogrammespar rapport aux é
arts [débit simulé-débit observé℄. Cela montre l'intérêt d'intégrer une stru
ture
omplète d'assimilation de données dans la modélisation hydrologique. L'obje
tif est double, ils'agit non seulement de l'amélioration de la 
apa
ité de prévision dire
tement sur les variablespronostiques de 
es modèles (débit total de rivières, hauteur de la zone ra
inaire, et
.), mais aussidu re
alage optimal de leurs paramètres d'entrée et/ou des 
onditions limites a�n de les ajusterà la réalité des observations. Dans 
e 
ontexte, le CERFACS en 
ollaboration ave
 le SCHAPI, a25
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Fig. 14 � Analyses de a) l'humidité de la zone ra
inaire (
er
les) et b) la biomasse de la végétation,ave
 la méthode 1D-VAR simpli�é pour la période 2001-2004 sur le site de SMOSREX. 
) LAIavant et après l'assimilation des observations simultanées de l'humidité de la surfa
e et de LAI.Par motifs de 
omparaison, les valeurs analysées sont superposées aux observations (points) et lasimulation du modèle (ligne solide).souhaité tester l'intégration de plusieurs modèles dans une stru
ture d'assimilation de données :� La plateforme de modélisation ATHYS dé
rit la propagation de 
rue d'un bassin-versant.Cette plateforme est déjà utilisée au niveau pré-opérationnel sur plusieurs bassins français.Elle réunit un ensemble de modèles asso
iés à des traitements de données hydro-
limatiqueset géographiques. Son outil de modélisation spatiale MERCEDES permet de simuler dif-férents épisodes de 
rues ave
 des fon
tions de produ
tion pluie/débit et des fon
tions detransfert à l'exutoire du bassin.� La plateforme MASCARET dé
rit la propagation de 
rue d'estuaire. Cette plateforme est26



aussi utilisée sur plusieurs bassins français ave
 une 
omposante de type maritime. Il s'agitd'un 
ode qui résout les équations de Saint-Venant, 
ontrairement à l'appro
he des modèleshydrologiques de type 
on
eptuel utilisés dans d'ATHYS.� La 
haine SIM (SAFRAN-ISBA-MODCOU) opérationnelle à Météo-Fran
e. Elle analyse entemps réel l'eau du sol et le débit des �euves pour la Fran
e. Ce système utilise les forçagesatmosphériques SAFRAN (Système d'Analyse Fournissant des Renseignements Atmosphé-riques pour la Nivologie) pour estimer l'humidité de trois réservoirs du sol interpolés auxpoints de grille du modèle de surfa
e ISBA. Les estimations d'ex
ès d'eau super�
ielle (ruis-sellement) et d'ex
ès d'eau profonde (drainage) d'ISBA servent ensuite à alimenter le modèlehydrologique MODCOU, qui simule le débit des rivières.� Le modèle ré
emment développé DASSFLOW. Il s'agit d'un modèle de type Saint-Venanten 1D ou 2D, spé
ialement développé pour l'assimilation de données. Ce 
ode a déjà testéave
 su

ès l'assimilation d'observations de type eulériennes (observations faites à un point�xe du domaine d'étude) et de type lagrangiennes (observations e�e
tuées au �l de l'eau dequantités transportées par le 
ourant), 
omme par exemple des observations de traje
toires([36℄).Dans un premier temps on étudiera la possibilité d'implémenter une méthode simple d'assimi-lation de données pour l'assimilation des observations systématiques du débit du réseau hydrogra-phique français sur un bassin versant, telle qu'un �ltre de Kalman ou une méthode variationnellesimpli�ée [2℄. L'obje
tif premier est d'améliorer la pré
ision des simulations des hydrogrammes,en parti
ulier pour estimer le temps d'o

urren
e et l'intensité du pi
 de l'onde de 
rue. Aprèsvalidation de 
ette méthode, on envisage d'implémenter des méthodes plus sophistiquées a�n deprendre en 
ompte la dynamique du modèle (se
tion 1.3). Nous appliquerons 
ette appro
he à lapropagation d'une 
rue dans un bassin-versant ainsi que pour la propagation d'une 
rue dans unestuaire. Ces méthodes devront être 
apables d'intégrer divers types d'observations, telles que lesobservations pon
tuelles des vitesses de l'eau ou de mesures provennant des systèmes de télédé-te
tion.Le 
adre dé
rit 
i-dessus permet tout un éventail de possibilités pour assimiler di�érents typesd'observations hydrologiques ave
 pour obje
tif majeur d'améliorer la 
apa
ité de prévision del'évolution des 
rues suite à un épisode de pluie important.
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3 L'assimilation de données dans les Servi
es de Prévisionde CruesCette se
tion détaille la situation a
tuelle de l'utilisation de l'assimilation de données dans lesdi�érents SPC de Fran
e. Le tableau 2 résume 
es a
tivités. La dernière 
olonne du tableau 
lasseles SPC en trois 
atégories en fon
tion du dégré de 
onnaissan
e et d'utilisation de l'assimilationde données, selon :1. 
lasse 1 : 
ertaines stru
tures d'assimilation 
omplexes existent en mode opérationnel ;2. 
lasse 2 : utilisation de te
hniques d'analyses simples ;3. 
lasse 3 : au
une utilisation a
tuelle de l'assimilation de données.D'un point de vue général, l'assimilation de données est peu utilisée par les SPC, au sens oùtoute l'information disponible (ébau
he des modèles hydrologiques, observations, qualité de l'in-formation dont on dispose) n'est pas utilisée pour développer des systèmes optimaux de prévisionde 
rue. Cependant, 
ertaines observations sont utilisées pour analyser et 
orriger partiellementla valeur des variables de 
ontr�le (débit, hauteur du niveau de l'eau, remplissage de réservoirs,et
.). Une bonne partie de 
es te
hniques 
onsistent en la ré
alibration (en temps-réel ou non) desparamètres d'entrée de modules de produ
tion pluie/débit et des modules de transfert débit/débitpour ajuster les simulations à la réalité des observations. Parfois, le 
alage de 
es paramètres estfait "à la main" en prenant 
omme référen
e des événements de pluie et en trouvant un jeu deparamètres qui ajuste au mieux les simulations aux observations. Dans d'autres 
as, les paramètressont �xés à partir du tirage d'un nombre élevé de 
ombinaisons possibles (méthodes de Monte-Carlo). Néanmoins, 
es méthodes n'assurent pas l'optimalité du jeu de paramètres obtenu pour laprévision d'événements de 
rues ultérieures.On peut s'interroger sur les points suivants : l'appro
he multi-modèle pure donne-t-elle vrai-ment le meilleur estimateur d'une variable de 
ontr�le ? Est-il legitime d'appliquer des règlessimples d'ajustement de la prévision à l'observation, telles que l'ajustement brutal de la prévisionà la dernière valeur observée, l'ajustement lissé de l'hydrograme par rapport aux dernières valeursobservées, et
. ?Malgré les te
hniques d'analyse et les modèles numériques mis en pla
e par les SPC, il restenten
ore des améliorations pour une prévision pré
ise des phénomènes de 
rue possibles. Étant donnél'utilisation relativement faible par les SPC de systèmes d'assimilation de données basés sur unethéorie d'estimation statistique ou de 
ontr�le optimal, il est probable que leur implémentationpourrait apporter un béné�
e aux prévisions de 
rue des rivières dans les bassin versant.

28



29



assimilationSPC a
tuel envisagé modèles-te
hniques utilisées 
lasse1 Artois-Pi
ardie O utilisation de l'autorégressionave
 modèles Sophie, Gardénia,réseaux de neurones, et
. 12 Meuse-Moselle O modèles Moïse ave
 BCEOM, etGR en Stream 33 Rhin-Sarre N 34 Normandie N 35 Oise-Aisne O assimilation ave
 les modèles Hy-dra et Topmodel 26 Seine amont-Marne N O modèle Mas
aret 37 Seine-Yonne O assimilation ave
 les modèlesGR3P et Cassandre 18 Vilaine-C�tiers Bretons N O projet d'utilisation du modèleMIKE 39 Maine-Loire aval O assimilation ave
 le modèleMoïse, mais pas transparent 210 Loire-Cher-Indre N O projet d'assimilation ave
 le mo-dèle Hydra 311 Allier O utilisation du logi
iel PACHA 112 Vienne-Thouet O modi�
ation de relations Q-Q enterme de 
oe�
ients et de tempsde propagation 213 Littoral Atlantique O ajustements simples de prévi-sions aux observations, re
alagede variables intermédiaires etajustement de paramètres dumodèle 2
14 Dordogne N 215 Garonne N 216 Adour (voir SPC 23) 217 Tam-Lot O utilisation du modèle Hydra 218 Rh�ne amont-Sa�ne N 319 Alpes du Nord N O projet d'assimilation ave
 l'adap-tation du modèle hydrauliqueCarima 320 Grand Delta O minimisation de l'é
art quadra-tique par l'algorithme du gra-dient réduit généralisé 121 Méditerranée Ouest O utilisation des modèles GR3 etMoïse ave
 BCEOM, Stream etIsis, Mas
aret 222 Méditerranée Est 223 SCHAPI O utilisation des modèles GR enStream ave
 Moïse (BCEOM enCS) 2Tab. 2 � utilisation de l'assimilation de données par les SPC de Fran
e.30



A Algorithmes de minimisationA.1 Méthode du gradientPremièrement, on va 
onsidérer la forme quadratique suivante :
f(x) =

1

2
xT Ax − bT x + c (35)ave
 A une matri
e de dimension n×n, symétrique (AT = A), dé�nit positive (
.à.d., xT Ax > 0pour tout ve
teur non-nul x ∈ Rn). Cette fon
tion quadratique est équivalente à la fon
tion 
oûtde la méthode variationnelle (équation (16). Pour obtenir 
ette forme il est né
essaire d'e�e
tuerune série de transformations qui ne sont pas détaillées dans 
e do
ument. Pour minimiser 
ettefon
tion on résout :

∇f = 0 (36)
= Ax − b
'est à dire, que le minimum de f est la solution du système linéaire Ax = b. L'obje
tif de laméthode du gradient est de re
her
her la dire
tion s de des
ente de plus grande pente d'unefon
tion f de plusieurs variables. Cette dire
tion de des
ente est proportionnelle au gradient de lafon
tion f (s ∝ ∇f). Pour identi�er un point plus pro
he du minimum de la fon
tion f on e�e
tueun dépla
ement (pas) vers la dire
tion de l'antigradient au moyen de la loi de ré
urren
e suivante :

xk+1 = xk − γk sk (37)Un dépla
ement de longueur γ > 0 
orre
tement 
hoisi assure la dé
roissan
e de f. Pour la fon
tionquadratique (35) le paramètre γk+1 est 
al
ulé 
omme l'unique minimisateur de la fon
tion Φ(γ) =
f(xk − γsk) dépendant seulement de la variable réèlle γ. La solution de l'équation Φ′(γ) = 0 est :

γk =
sT
k sk

sT
k Ask

(38)Ainsi, la loi de ré
urren
e (37) dévient :
xk+1 = xk −

sT
k sk

sT
k Ask

sk (39)À partir d'un point de re
her
he intial x0, 
e pro
essus est répété itérativement jusqu'à atteindreun 
ritère de 
onvergen
e. Généralement 
e 
ritère 
ompare la norme du gradient à une valeurnégligable. La désavantage de 
ette méthode est que si le pas de re
her
he est très petit, alors laminimisation est très lente et né
essite des nombreuses itérations (et pourtant de minimisationspeu-
oûteuses à faire). En revan
he si le pas est très grand, la méthode risque d'os
iller autour duminimum de la fon
tion à minimiser.
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A.2 Gradient 
onjuguéContrairement à la méthode du gradient, la méthode du gradient 
onjugué re
her
he plusieursdire
tions de des
ente. Pour autant 
e
i est fait sans le sur
oût du 
al
ul des dérivées se
ondesimpliqué dans la méthode de Newton (se
tion ??). C'est au moyen d'un pro
ès orthogonal deGram-S
hmidt que l'on parvient à 
onstruire les dire
tions 
onjuguées dk du gradient. On 
hoisitalors la dire
tion la plus pro
he du gradient sk sous la 
ontrainte du 
onjugué. On dé�nit le résiduà l'itération k par :
rk = Axk − b (40)À partir de 
ette dé�nition et d'une première approximation x0 de la solution du système Ax = b,on présente l'algorithme du gradient 
onjugué :1. 
al
ul du résidu initial pour la première dire
tion de des
ente : r0 = Ax0 − b; s0 = −r0,2. loi de ré
urren
e pour le 
al
ul du pas de des
ente : γk =

rT

k
rk

sT

k
Ask

,3. loi de ré
urren
e pour la re
her
he de la solution : xk+1 = xk + γk sk,4. loi de ré
urren
e pour le 
al
ul du résidu : rk+1 = rk + γkAsk,5. 
al
ul du 
oe�
ient β : βk+1 =
rT

k
rk

rT

k+1
Ark+16. loi de ré
urren
e pour la dire
tion de re
her
he : sk+1 = −rk+1 + βk+1skOn itére les étapes 2 à 6 jusqu'à 
onvergen
e. Cette méthode n'utilise pas beau
oup de mémoirequand la matri
e A est symétrique dé�nite positive et est beau
oup plus e�
a
e que la méthodedu gradient. En 
onséquen
e, 
ette méthode a besoin d'un nombre inférieur d'itérations pour
onverger (voir Fig. ??). En revan
he, si le point initial est loin de la solution, elle risque de nepas 
onverger, et le temps de 
al
ul par itération est plus grand. Finalement, il est important debien 
onditionner la matri
e A (se
tion ??) a�n de fa
iliter la 
onvergen
e.B Tableau-résumé de l'assimilation au CERFACSVoir dernière page de 
e do
ument.
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appli
ation taille de l'appli-
ation méthodes d'assi-milation observationstype rés. spatiale rés.temporelleo
éanographie meso-é
helle 3D-FGAT et bouées pon
tuelle 
ontinueet globale 4D-VAR bateaux lo
ale, régionale semi-
ontinuein
rémental télédéte
tion globale de quelques jours àquelques semainesneutronique lo
ale (taille du ré-a
teur) 3D-VAR ave
 OIEKF
himie meso-é
helle et glo-bale 3D-FGAT et 4D-VAR in
rémental télédéte
tion 800 m jusqu'à plu-sieurs km de quelques jours àquelques semaineshydrologie bassin-versant, ré-gionale OI, 2D-VAR simpli-�é, te
hniques d'en-sembles humidité du sol super-�
ielle pon
tuelle toutes les 30 mindébits, hauteurs d'eau pon
tuelle horaire, journalièrevitesses de l'eau pon
tuelletélédéte
tion globale 3 jours - semainesTab. 3 � Tableau-résumé de l'assimilation au CERFACS.
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