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1 Introduction

1.1 Cadre général de I’étude

Cette étude s’insére dans le cadre plus général de travaux menés depuis plusieurs
années par I’Agence Spatiale Européenne (ESA) et le Centre National d’Etudes Spa-
tiales (CNES) en vue de l'optimisation de la propulsion des lanceurs. Elle s'inscrit
plus particulierement dans le cadre des programmes de recherches de PONERA menés
en collaboration avec le CNES au sein du péle ATAC (Aérodynamique des T uyeres et
Arriere Corps) [24], [25]. Les études concernant la combustion des gaz cryogéniques, qui
ont permis une amélioration considérable des performances des moteurs et de la propul-
sion, arrivent maintenant & maturité. L’optimisation de la détente des gaz passe aujour-
d’hui par la recherche de nouveaux profils de tuyéres. Une meilleure compréhension des
phénomenes dynamiques et thermiques observés au sein de ces écoulements en régime
transitoire est également nécessaire, en vue de leur controle.

Les moteurs-fusées d’Ariane 5 sont équipés d’une tuyére axisymeétrique convergente
divergente. Les tuyéres de propulsion sont concues pour obtenir une détente maximale
des gaz de combustion pendant le vol & haute altitude en basse pression. Il se pose
le probléeme de I'optimisation de ces conditions de fonctionnement sur la totalité des
trajectoires, notamment en tenant compte du décollage. Lors de Pallumage au sol ou
la pression externe est forte, le rapport entre la pression génératrice et la pression at-
mosphérique n’étant pas suffisamment élevé, la tuyére n’est pas complétement amorcée.
On observe la formation d’une onde de choc dans le divergent qui interagit avec la
couche limite. Cette interaction s’accompagne généralement d’un décollement [22]. Au
cours du régime transitoire d’amorcage, l'interaction et le décollement progressent de-
puis le col vers la sortie du divergent. A chaque instant, le point de décollement observé
dans le plan de symétrie d’une tuyére axisymétrique appartient & une courbe fermée
faisant le tour de la paroi. En général cette ligne de décollement n’est pas un cercle, tra-
duisant une distribution des pressions pariétales fortement dissymétrique. Le divergent
est alors soumis & des efforts instationnaires transverses & la direction principale de la
poussée, également appelés charges latérales, qui sont dus & 'instationnarité et & la
dissymétrie locale du décollement.

Les lanceurs devant emporter des charges utiles de plus en plus lourdes, la nouvelle
génération de propulseurs est équipée de tuyeres encore plus fortement surdétendues
des le décollage, mais aussi durant toute la partie du vol & basse altitude. Il existe deux
principaux types de tuyéres axisymétriques équipant les lanceurs: les premiéres sont
dénommeées Truncated Ideal Contour (TIC), les secondes Thrust Optimised Contour
(TOC) [26], [27]. La principale différence entre ces deux types de tuyere réside dans le
profil de la partie divergente. Le profil des premiéres beaucoup plus progressif que les
secondes. C’est ainsi que les TOC présentent un choc de focalisation interne qui prend
naissance juste en aval de la région du col sonique, 14 o le profil de la paroi présente
un point d’inflexion [10], (18] [29]. Notre étude ne portant que sur la simulation de
I’écoulement dans une tuyére de type TOC, nous ne décrirons que les phénomeénes ob-
servés dans ce type de tuyeére. Nous pouvons néanmoins souligner que les TIC sont trés
étudiées expérimentalement et numériquement au LEA & Poitiers [11] et & TONERA
6], [22], [27].




Les interactions entre le choc de décollement et le choc de focalisation interne
donnent naissance a des structures d’onde de choc complexes dans le divergent appelées
choc en chapeau (cap shocks pattern) [9], [15], [29]. La connaissance précise de ces
structures a €té rendue possible grice aux expériences menées en Europe (banc HYP
500 au FOI en Suéde, banc P6 au DLR en Allemagne) et notamment en France dans la
soufflerie R2Ch de I'Onera (23] Elles sont repésentées schématiquement sur la figure (1).
La formation de ces structures d’ondes est associée au fait que I’onde de choc interne
(F) se réfléchit de maniére singuliére sur 'axe de symétrie. Elle ne se réfléchit pas sur
l'axe mais en un point triple (T) correspondant & I'intersection entre I’onde choc interne
incidente, son choc réfléchi et le disque de Mach. Le disque de Mach est un choc fort
(N) qui relie en fait ce point triple & 'axe, comme le montre la figure (1). La ligne J
issue du décollement et qui apparait sur la figure correspond, en conditions de fluide
réel, a une couche de mélange. Elle sépare le fluide en aval du choc de décollement (I)
de la recirculation alimentée par le fluide extérieur. La ligne ¥, qui apparait également
sur la figure (1), sépare les écoulements & 'aval des ondes de choc normale et I’onde
interne réfléchie (R). Le choc interne réfléchi qui interfere avec le choc de décollement
donne naissance a un systéme de chocs et détentes successifs localisé entre les deux
lignes de glissement. Si ce systéme d’ondes impacte la paroi, il se forme un décollement
restreint (Restricted Shock Separation) pour lequel la recirculation est localisée avant
la fin du divergent (figure 2). Dans le cas contraire, le décollement est libre (Free Shock
Separation), et la couche limite ne recolle pas avant la fin du divergent [16] (figure 1).
En plus des instationnarités associées au décollement, il semble que les transitions entre
les différentes structures RSS et FSS soient & I'origine de ’existence de fortes charges
latérales dans les tuyeres de propulsion, depuis I’allumage au sol jusqu’a haute altitude,
a la fin du régime transitoire. Ces transitions sont associées aux variations du rapport
entre la pression génératrice de la chambre de combustion et de la pression statique
atmospheérique, Pt;/F,, tout au long de la trajectoire [2], [9], [11], [16], [17].

Notre étude porte plus particuliérement sur la simulation de I’écoulement dans la
tuyere ONERA-TOC a choc interne testée dans la soufflerie R2Ch de 'TONERA, dans le
but de mieux comprendre le phénoméne de décollement résultant de l'interaction entre
'onde de recompression et la couche limite, & Pt;/P, fixé. Dans un premier temps,
il s’agit de calculer 1'écoulement non adanté dans la tuyére sans injection secondaire.
Nous pouvons souligner que la tuyere d’injection sert a refroidir la tuyére soumise &
un flux de chaleur convectif élevé, en réinjectant les gaz froids de la turbo-pompe. Le
film contribue également & augmenter la poussée globale de la tuyere.

Des mesures en gaz froids ont été réalisées dans la tuyére TOC surdétendue de type
Vulcain 2 dans la soufflerie R2Ch de 'ONERA [26], [27]. Les données expérimentales
ont été recueillies pour différents rapports de pression Pt;/P,, avec et sans injection
secondaire. Des simulations numériques dans cette tuyere ont été réalisées 4 TONERA,
avec et sans injection secondaire et pour différents rapports de pression, grace a4 un
modeéle de longueur de mélange de Baldwin-Lomax & deux couches [1], [23], [29]. Un
modele & deux équation k — ¢ également été développé depuis. Mais il existe encore
relativement peu de simulations numériques réalisées sur ce type de tuyere TOC (9]
18].

Nous présentons les résultats obtenus dans la tuyere TOC de type Vulcain 2 pour
un rapport de Pt;/P, = 50 et sans injection. Les calculs ont été menés dans une tuyére
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principale & paroi lisse. Nous n’avons pas tenu compte de la petite marche descendante
constituée par le culot de la levre d’injection secondaire, présente & priori méme sans
injection. Néanmoins, son influence sur la solution reste faible dans la mesure ou le
décollement est situé trés en aval de la levre pour ce rapport de pression trés élevé [29].
On ne s’intéresse pas ici aux effets liés aux variations du rapport de pression Pt;/P,,
ni aux effets instationnaires. A ce trés haut rapport de pression, les charges latérales
mesurées sont faibles et les effets instationnaires dans le décollement sont trés faibles
[11]. Cela justifie emploi d’une modélisation statistique de type RANS dans notre
étude. Nous discutons la solution stationnaire obtenue avec un code axisymétrique
implicite, qui résout les équations de Navier-Stokes en régime compressible [32], [33],
avec le modele de turbulence k& — w de D. C. Wilcox [39].

Apres une présentation rapide des caractéristiques du cas test étudié et du domaine
de calcul considéré, les équations de Navier Stokes filtrées temporellement sont décrites.
Le modele de turbulence utilisé dans nos simulations est le modele & deux équations
k — w de Wilcox [39]. Une fois présenté en détail le modele de turbulence, les simplifi-
cations réalisées grace a ’hypothése d’axisymétrie dans les équations de Navier-Stokes
en coordonnées cylindriques sont alors précisées [12], [31]. Nous présentons ensuite la
résolution numérique des équations, aussi bien en mode explicite qu’implicite, avec les
conditions aux limites associées. Les résultats obtenus & convergence temporelle dans
la la tuyére sont analysés dans la derniére partie du document avant de conclure sur
ce travail et sur les perspectives envisagées.

F1G. 2 - Décollement restreint avec structure de choc en chapeau

1.2 Cas test étudié

Le cas test qui a été retenu pour I’étude est la tuyere 2D axisymétrique a choc interne
testée dans la soufflerie R2Ch de 'ONERA. Cette tuyere a été utilisée pour diverses
etudes expérimentales et numériques pour étudier les phénomenes se produisant dans
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Fic. 3 - Géométrie de la tuyére et domaine de calcul

les tuyeres de propulsion TOC en régime surdétendu. La tuyére est supposée rigide et
le fluide simulé est de ’air, supposé vérifier la loi des gaz parfaits. Seul 1’écoulement
dans une demi tuyére a été calculé puisque la configuration est axisymétrique.

La géométrie de la tuyere et le domaine global de calcul sont représentés sur la figure
(3). Le diametre en entrée vaut D; = 7.39 1072 [m], le diamétre au col Doy = 2.196 1072 [m]
et le diametre en sortie D, = 0.1128 [m]. La longueur du divergent vaut Lg;, = 0.125 [m]
tandis que la longueur totale de la tuyéere vaut L = 0.1711 [m]. Les conditions génératrices
sont telles que Pt;/ P, = 50 avec Pt; = 43.3 10° [Pa] et P, = 0.866 10° [Pa]. La température
génératrice du fluide & I'entrée vaut T't; = 324 [K] et la température statique du fluide
au repos en sortie vaut 7t, = 293 [K]. Les conditions sont soniques au col, ce qui permet
de déterminer le débit dans la tuyere & I'aide des relations isentropiques (7] :
+1

il o 1 TR
2(y=1

' = 0.81019

. U Pl co 2
= ent eeA { B 1‘/}*27(

VY R Ttentree Y + 1
d’ou
Misen = 3.6807 kgs!

Le fluide sort dans un caisson & la pression et la température ambiante. Le domaine
de calcul s’étend suffisamment loin au deld du domaine de calcul de la tuyere pour
pouvoir considérer que la pression est constante sur la frontiere de sortie avale du
domaine. La longueur du caisson vaut 5 D,,.4. dans la direction longitudinale et
1.5 D, dans la direction verticale. La longueur totale du domaine de calcul vaut ainsi
L;=L+5D,=0.7351 [m] et L, = 2 D, = 0.2256 [m)].

Le domaine de calcul a été discrétisé par 512 x 150 points. Il y a 412 x 100 points dans
la tuyere et 100 x 150 points pour discrétiser le caisson de sortie.

Nous passons maintenant a la description des équations de Navier-Stokes filtrées
temporellement et du modeéle de turbulence de D. C. Wilcox.




| 2 Equations de Navier-Stokes filtrées statistique-
| ment pour un fluide compressible

2.1 Equaf ions de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes instantannées pour un fluide compressible sont rap-
pelées ci-dessous sous forme conservative et en coordonnées cartésiennes:

dp 0O B
5 gj( ;) =0 (1)
3,011{ 0
5t + a-;_-(pu,uJ +pdij—oy) =0 (2)
OpE 0
5 T gx:((PE +p) u;oy +q;) =0 (3)

Le fluide simulé est de ’air. La variable p est la densité du fluide, u; sont les com-
posantes (u,v,w) de la vitesse dans chaque direction (Oz;) et p est la pression sta-
tique reliée aux autres variables thermodynamiques par la loi d’état des gaz parfait :
p=pRT = p(y— 1)e, avec la constante des gaz parfaits massique R (R = 287 [J/K g K]

pour lair). F = ¢, T + iui u; est ’énergie totale du fluide par unité de volume et e est

lSkkcL-j) avec le

Iénergie interne. o;; est le tenseur des contraintes: o;; = 2u(T)(S;; — 3

1,0u; Ou; o . .
tenseur de déformation S;; = —( % 4 ). 1 est la viscosité dynamique du fluide
2 ij BI,'
oT
et g; est le flux de chaleur donné par la loi de Fourier: ¢; = —x=—. Enfin, & est la

Ba:j

conductivité thermique du fluide.

La viscosité dynamique p est donnée par la loi de Sutherland :
(T = (1)%(%)
wie = Pl T LT

co

La conductivité thermique x(7") est déduite de (7)) & partir d’une hypothése de nombre

de Prandtl constant :

IR B

" o 1 -Pr .

% = —cf, rapport des chaleurs spécifiques, vaut 1,4 et P, = 0,725 pour I'air.

2.2 Equations du mouvement moyennées

Pour simplifier, les équations filtrées sont presentees en coordonnées cartésiennes.
Les quantités sont decomposees en une partie moyenne f et une quantité fluctuante f’
selon: f = f +f. 7 correspond au signal filtré temporellement et f' aux variations de
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f autour de sa valeur moyenne f. Comme I’écoulement est compressible, les variables
sont pondérées par la masse volumique par la technique de Favre [8]: f = pf/p ce
qui permet de n’avoir aucun terme & modéliser dans I’équation de conservation de la
masse. Selon cette decomposmlon e f + f". Pour la pression et la masse volumique
p=p+p etp=0+/.

Les notations utilisées sont récapitulées ci-dessous:

f=F+f=F+f"
j-&
p
f7=0 F"#0 mais par contre pf” =pf" =0
p=p+p
p=p+p

Nous rappelons que les opérations de dérivation et de filtrage sont supposées commuter
dans le cadre théorique de la modélisation turbulente. Les équations de conservation de
la masse, de conservation de la quantité de mouvement et de ’énergie totale obtenues
apres filtrage temporel s’écrivent :

N
E‘Fé‘i}(pu.ﬁ)_ 0
opu; 9 - B ,_ o __
at~+£j(ﬂui% + Pdij) = a—mj(az;f puiu; — ;i)
OpE 8, _~ __. 8, __
bt T og, (PE+PIL) = 5@ = 45— (pBu; — pET;) — (75 ~ Piy))

p est la masse volumique moyennée, u; la composante de la vitesse moyennée dans

la direction z;, p la pression filtrée temporellement et E I’énergie totale moyennées.
L’énergie totale moyennée est directement calculée en filtrant pE :

(m; — uj;) = pe + ‘g u; + pk

l\JI'DI
LVl et

SR |
PE = pc, T + Euiu, pch + —uu; +
La température est définie & partir de la pression filtrée grace a 1’équation d’état des
gaz parfaits: p = pRT = p(y — 1), ot e est I énergie interne.
1 ( ou;
2 8scj

—~ e 1 -t ——
Le tenseur des contraintes moyen vaut : @;; = 2u(T)(S;; — =Skd;:) avec S;: =
J J 3 J J

la partie symétrique du tenseur de déformation de vitesse.
Le flux de chaleur moyenné est évalué a partir d’une loi de Fourier (de type premier
oT ~ 8T 817”
~8 Y

radient) portant sur la température moyenne: g, = —x(T —).
g ) portant sur la pérature moye q; #( )3335, 52, ij)

#(T) est la viscosité dynamique et &(T) est la conductivité thermique. La viscosité dy-
namique g est donnée par la loi de Sutherland portant sur la température moyennée. La

conductivité thermique x(T') est déduite de u(T) & partir d’une hypothése de nombre

8
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de Prandtl turbulent comme pour la conductivité thermique physique.
En rassemblant la pression a 'énergie totale et en développant les termes de fermeture
non linéaires dans les équations de conservation, on obtient :
PO — Tl = 7 (ufu)) = 75
qui représente le tenseur de Reynolds.

De méme dans I'équation de conservation de 1'énergie:

—
PO et H‘ " H))

—_— ~ ~ v |
(pHu; — pHu;) = p (CpT; + CpujT" + 5 - (w4 ul'ulu; + 2ulf ”uz + ufuuj
S |
p (CpTu; + 2(u uil; + uJu"u”))

(pHuj — ﬁﬁﬁj) =P C’pu”T” +p u" fi; + gu”u”u;’

~ @ — 1 L Pmww . Parns e . :
pH = pC,T + §uiui =pC,T + ‘—guiui + g(uiui — ;1;) est 'enthalpie totale filtrée.

Y =pCp ( "T") est le flux de chaleur turbulent,.

Ci = —0; ( (u” ui'u)) est la diffusion turbulente de I'energie cinétique turbulente.

On peut donc réécrire:

op 0

) % a_%(Wj) =0
Bt 5 P58 = (@ T
L a%((w D) = g @~ - Z6fil) - 7 G, () ~ pia
avec: _ .
7, = (T = ~~(Dgy + )
et _ _
7y =20~ gFube) 5= 35+ )

2.3 Fermeture du systéme: Modele k — w de D. C. Wilcox

Ce modele est un modele & deux équations de transport de I'énergie cinétique turbu-
auﬂ

(ﬁ Oz

représente la dissipation turbulente. Le tenseur de Reynolds est modélisé par l'in-
termeédiaire d’une viscosité turbulente en utilisant ’hypothese de Boussinesq:

1 —
lente k = U ” u! et de la dissipation spécifique w = R [39]. La quantité € = oy,

1~ 2
T;ey —2p¢(5’ — gSkkéij) + gﬁkéij
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On modélise la viscosité turbulente p; & partir de & et w [39]:

k
« P
e =7 —
L T
Concernant I'équation de conservation de I’énergie totale, on approxime : U035 = U035 + u}0y;.
Les corrélations triples sont associées au terme u/o;;. Ces termes sont modélisés 4 ’aide
du gradient de Iénergie cinétique turbulente [41].

—— B, i .
U0y — 5(“5’“2’”}') =(u+o #t)é};

o ’,?"’,,:_:U'Cp P"tcp BT:
Gt Plat, T (Pr T Pr, )ij
¥=1 o¢*=1/2 g =9/100

Les équations de Navier-Stokes filtrées instationnaires que ’on résout en coordonnées
cartésiennes, apres la modélisation des termes turbulents, sont données ci-dessous. En
plus des cing équations de conservation, il faut résoudre les deux équations de transport

®;

de k£ et w.
 Fram= 0
Qg’%ﬁ_: + %(ﬁﬁiﬁj + fidy;) = 5%(@ —- 757 )
T+ 5 (PE +P)i) = s 00 =i + (B2 o) S+ 75
T e PR = P G Pk e o) o
Bt ) = TE e gt D am)é%]

v=5/9 e=1/2 [=23/40
et e représente 1’énergie interne résolue.
Les équations s'écrivent sous forme vectorielle :

ESLC--%Jra—F+8—G+@E+3F”+6G”+3H" S.
ot o0r OJdy 0z Oz oy 0z

Tous les termes sont précisés en annexe (A.1).

3 Equations résolues dans I’hypothése d’axisymétrie

Pour résoudre les équations dans la géométrie considérée et appliquer les hypothéses
d’axisymétrie sur I’axe de la tuyere, il faut tout d’abord écrire les équations en coor-
données cylindriques. Le détail des calcul est donné en annexe (A.2). L’hypothese

d’axisymétrie équivaut & supposer que 50 = 0 et les équations se simplifient.

10




Lorsque I'hypothese d’axisymétrie est prise en compte dans les équations, et que
comme dans notre cas on a également uy =0, on peut se remener & un systéme
d’équations de conservation bi-dimensionnel, mais en tenant compte des nouveaux
termes sources. On pose 7 > y.

3.1 Equations résolues en coordonnées cylindriques en axi-
symétrique

Les équations sont réécrites, dans un plan (z,y), sous la forme vectorielle:
dQ  If g

L0, 0% 9 05
ot 0z 0Oy 0Ox 9y

=+ gcam' =0

Le vecteur des inconnues principales filtrées vaut :

Ql
I
!

Les flux convectifs f et § sont donnés par:

Pz ( Py
Pz +P Py
_ Pz y ’ﬁﬁi +p
P=\ sabs+ UnP 9= #u,E +u,p
Plzk Py k

o ) e

avec on le rappelle = 5(y — 1)(pe, T + gﬁiﬁi + =l ~— %))

b D

Les flux visqueux f, et g, sont donnés par:

11

|




—(Eyy — Tyy

e
Il

\

Le terme source en coordonnées c

(

—(Cazy — T;:y)

rey)

—Ug(Cry — T;;y) — Uy(Tyy — T;;y) —®y —ar—

e o _ rey
+Fm':r:uy _ (amy — Ty

ok

/

ylindriques est égal a:

7y \
y

_ (Tyy —Top — Ty’ + Tgp")

)

re:

Py _ Uz(Cay — Tay’)  Uy(Tyy — ")

Y

y
+ DUy Uy
_ Y
Sca:ni = = s
Btk @yl . o8 4D
y oy y Oy Y
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Pour simplifier I’écriture des vecteurs, les notations suivantes ont été utilisées:

O!1=(

pCp e Gy
Pr * P’J"t)
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oy = (k+ 0% )

e I

k
- oy = (p+ o)

as

Les composantes du tenseur des contraintes s’écrivent :

du, 1
Byy= 2#(—63‘5 = gﬁ’.ﬂz)

Oy =0

_ 1 Ou, Ou,
Uyz—zﬂ(z(g'l‘”gy—))

Tgp = 2#(% - %??I)

oz =0
0 1
Ter = 2(52 - 5V 01)

Le terme de production 1ié au gradient du champ moyen se simplifie aussi dans I’hypothése
d’axisymétrie :

Prod= -1 gV

Oy, Oty . wep Uy

Ouy
~(Tyy By T gy T ( ” 1y

ou.
) + T:cy ay i T;;ygf)

3.2 Equations résolues dans le nouveau systéeme de coordonnées

(&€m)

Les coordonnées (£,n) curvilignes sont introduites dans le cas de maillages non homogénes
selon certaines directions, ou pour des géométries complexes ou les parois sont curvilignes
comme c’est le cas pour la tuyére 2D axisymmétrique considérée. Il est alors plus facile, en
différences finies, de résoudre les équations dans le plan transformé (§,m) ol le maillage est
régulier.

La méthode utilisée consiste & changer localement de coordonnées (z,y) —» (&,m) tout en
exprimant encore le champ de vitesse dans le repere lié & (x, y) :

V = ultn ()T + v(Emo) T

Cette méthode est plus simple que d’exprimer v dans le nouveau repére lié aux coor-
données (¢, 1), notamment pour comparer les quantités calculées aux quantités mesurées. On
consideére donc le changement de coordonnées (%, ¥) — (£, n). Les équations s’écrivent alors
sous forme vectorielle :

99 , 9F 8G  oF, 4G,

J3i+5‘§+5’5+3§ 51

+J5. =0
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5 I b " iv=412, v=100, im=512, jm=150 ' -
- 160 r
03}
- 140
i 120
02| =
B g 100
: 2 80
0.1 60
L 40
20
4]
1 101 201 301 401 501 601
indice i
F1G. 4 - Géométrie dans le plan physique F1G. 5 - Plan transformé (i,5)
avec

ﬁ=a§?+ﬁ§§,@=aq?+ﬁn§,

Fy =a§f_v+ﬁfg_vaGu =an}:+ﬁn§;,

ou les quantités a; et B; sont les éléments métriques de la transformation et J caractérise le
jacobien. La transformation des coordonnées s’écrit :

o 0 a  on 8)

or ‘0z 0¢ Oz dn

a 0t d onad

3~ \ayae T By an)

d’ou:
QEZJE:C ﬁ.f':-]‘fy ay = Jng ﬁn:Jﬂy
1 <€=71<512 1< =3 < 150

Dans le cas considéré, le plan transformé correspondant au domaine de calcul de la figure
(4), est représenté sur la figure (5). Le point anguleux du domaine de calcul, correspon-
dant au dernier point de la paroi de la tuyere en sortie, a pour coordonnées i = ¢, = 412 et
j = jv = 100.

La frontiére i =1 et 1 < j < j, correspond & l'entrée de la tuyere. Celle pour laquelle
J =Jyet1l <i<i,représente la paroi de la tuyére. Le plan i =4, pour 1 < j < j, est le plan
de sortie de la tuyeére. Le fluide en sortie est éjecté dans de air & température et pression
ambiante. La frontiére i =i, et j, < j < jn, est la paroi externe verticale qui termine la
tuyére, en contact avec I'air ambiant. Les plans de sortie du domaine de calcul = 4 pour
iy <14 < 4y, ainsi que i = i, pour 1 < J < jm sont des frontiéres fluides. Enfin, j = 1 pour
1 <4 < ip, est le plan de symétrie fluide de 'ensemble.

Nous passons maintenant & la description des méthodes numériques employées pour
résoudre les équations discrétisées sur le domaine de calcul.
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4 Résolution numérique

A trés haut nombre de Reynolds, lorsque les effets de la viscosité sont faibles par rapport
aux effets inertiels, les équations de Navier-Stokes correspondent aux équations d’Euler dont
la discrétisation spatiale repose sur la théorie des systémes hyperboliques.

Concernant la discrétisation temporelle des équations, elle est soit explicite, soit implicite.
Lorsque les effets de diffusion sont importants et constituent un facteur limitant du nombre de
CFL, la résolution des équations devient implicite, convergeant vers la solution stationnaire.

Dans cette partie nous présentons la discrétisation spatiale et temporelle utilisées dans
nos simulations, avant de décrire en détail les conditions aux limites imposées a l’entrée, &
la sortie et sur les parois du domaine de calcul. Dans la suite, une variable au point & =1,
n; =J et a l'instant ¢t = n At sera définie par (.)i;- Enfin, nous pouvons souligner que les
schémas que nous utilisons sont découplés en temps et en espace.

4.1 Algorithme de résolution explicite des équations

L’intégration temporelle explicite des équations est réalisée par un schéma d’Euler d’ordre
un, qui s’écrit :

Q" =Q"+ At L(@") + At S

o l'opérateur L(Q") représente I'opérateur spatial discrétisé et At S™ un éventuel terme
source.

Les dérivées apparaissant dans les termes de diffusion visqueuse et de diffusion turbulente
sont discrétisés par un schéma centré d’ordre, deux tandis que le terme source est directement
évalué aux points 1 et j.

—_— —— —

aﬁ 2. 3@: _ (Fvi+1/2,j - Fm‘-1/2,j) i (Gw',j+1/2 - é:i,j—lﬂ)
o6 an A An

Par définition du maillage transformé on a: A=Ay =1.

Les termes de convection sont discrétisés par un schéma d’Harten Yee d’ordre deux, & va-
riation totale décroissante, basé sur le solveur de Roe [28], [43], [45]. Les équations discrétisées
s’écrivent : N N . . . .
oF N 0G _ Fiyipa; — Fiipg Giji12 — Gi,j—1/2)

: o an A€ An

Le flux numérique associé au schéma s’écrit sous forme vectorielle :

)+ (

G I i -~
Fivye; = 5 [Fivrj + Foj + Retivr2,) @etiv1/2,) |
Les éléments de la matrice associée au limiteur Pe(iv1/2,5) sont donnés en annexe (A.5). La
. ; o oF |
matrice Re(;11/9 ;) est la matrice des vecteurs propres de la matrice jacobienne A = @ a

droite.

4.2 Algorithme implicite de résolution des équations

L'intégration temporelle des équations est également du premier ordre.
Les termes de diffusion visqueuse et de diffusion turbulente sont également discrétisés par
un schéma centré d’ordre deux.
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(é;i,jﬂ/z - Gvi,j—1/2)

8F, G, 3 (Fvi+1/2,j = Ei—l/?,j
An

9t "o AE

)+

La discrétisation implicite d’une équation de convection scalaire & une dimension est rap-
pelée en annexe (A.3). Le passage de la discrétisation d’une équation scalaire linéaire & la
discrétisation des systémes hyperboliques non linéaires n’est pas unique. Il existe plusieurs
linéarisation possibles. La discrétisation implicite des systemes hyperboliques que nous utili-
sons est également décrite en annexe (A.4 et A.5). Comme cela est pratiqué habituellement,
la méthode générale utilisée pour résoudre les équations est basée localement sur les variables
caractéristiques [44].

Pour discrétiser nos équations bi-dimensionnelles, les deux directions d’espace sont découplées
et linéarisées séparément. Cette approche est ensuite couplée & une résolution numeérique de
type ADI Elle permet d’obtenir un systéme tridiagonal par direction. La forme linéarisée
s’écrit d’'une fagon générale [42]:

¢ §n £.n n9(E " 7,0 o ! _a"
2+ XO(H o5 — HY p) + NO(H]Y, ) - Hiio12)1(Q Q)

—n+1 —~n —~n+1 o+
+A0(Fyis1/25 — Foipayzg — Fyi1/25+ Fvi—1/23)

—~ n+1 —n —~ n+1 -~ n
+A0(Gvjjr1/2 — Gyijr1/2 — Gvigo1/2 + Gyij-1/2)
= A (Flya/a5 = Fly 5 - ANGHj12 — Glj1/2)

—1n — T ——n

—n
A (Fuiy1/2; - Fvic1/25) = A(Gvij41/2 — Gvij-1/2)

T R——

avec

1 i
HS, (@ -QY = 5[A5(1+1,j}@n+1 —QVirrg + Qe (@ = QM)

i+1/2,5
et {
—=n-+1 —=n +1 +1
HEEZI/Q(Q -Q) = §{An(i,j+1)(an = @—n)i,j«’rl + Qn(i,jﬂ/z)@ﬂ -qQ")]

: comme pour une équation monodimensionnelle. Les deux matrices € sont données par:

Qe(ir1/2.) = (Re1/25)Diogl=(ag(y1/0,5)1Reii i1 0.4) Divt/g
1 : i 3
i Qi j+1/2) = Rgig+1/2) Diogl~lag j1/2) IR 11 /2 Dig1/2
F avec

Bit1y2,(Q) = Qipq — G
Au final, en développant les expressions, on obtient pour la partie convective un systeme
tridiagonal par bloc par direction du méme type que ceux décrits en annexe (A.5).

Les termes visqueux sont simplement modélisés par un terme de diffusion de type Lapla-
cien. La linéarisation des flux visqueux est réalisée a I’aide d’un développement de Taylor au
bremier ordre [21], [30]:

—n+1 7N 6? b
Foiv1y25 = Foigra; + 5—5&@
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Avec les notations utilisées, il n'y a besoin de discrétiser que la partie a—_v/_\Q. Elle est

calculée en annexe (A.8). De facon a conserver un systéme tridiagonal & résoudre, seuls les
termes visqueux-diagonaux ont été conservés dans la discrétisation.

En régime turbulent, il y a deux équations supplémentaires & discrétiser. En plus des
termes de diffusion visqueuse et turbulente, il faut impliciter les termes de production et de
dissipation. En réalité, I'implicitation ou I’explicitation de ces deux termes dépend de leur
signe. Si ces termes, ramenés dans le membre de gauche des équations de transport de k et
w sont positifs, ils contribuent & renforcer la diagonale dominante. Ils sont alors discrétisés
implicitement. Dans le cas contraire, s’ils sont négatifs, des instabilités se développent dans
I’écoulement pouvant entrainer la divergence du calcul. C’est pourquoi ils sont alors discrétisés
explicitement.

. . o . . 1
Enfin, en configuration axisymétrique, les termes sources supplémentaires en —, sont d’un

ordre de grandeur inférieur aux autres et ils sont négligés dans la phase implicite de résolution.

La formulation ADI retenue pour résoudre le systéme différentiel s’écrit [42]:

[+ MOH o 5 = H o D" ==X (o = By o ) = NGy = Gj_1jo) + AH(S™)

T

—T —T -_Tn
_’\E(Fvi+1/2,j — Fyi_142,5) = ANGoijr1/2 — Goigo1/2)

[T+ MO(HT, p — HI))D = D

"Q-n+1:§n+D

soit :

[T+ XO(HL , — HET ), )ID* =—At L@") — At S™

(T4 O, = H 1D = 1

QM =0"+D

Les systémes matriciels & résoudre sont tridiagonaux par bloc dans chaque direction de
Pespace. L’algorithme utilisé pour obtenir la solution est un algorithme qui transforme le
systeme tridiagonal en un systéme triangulaire supérieur. La résolution du systéme trian-
gulaire supérieur est immédiate par remontée. L’algorithme est décrit en détail en annexe
(A.10).

La section suivante présente les conditions aux limites associées 4 la résolution numérique
des équations sur les bords du domaine de calcul.

B il Dty e b 5
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5 Initialisation et conditions aux limites

Initialisation du calcul

Les champs de densité, de vitesse, et d’énergie totale, (p,puz,pu,,pE), sont initialisés par
la solution isentropique de I’écoulement correspondant aux conditions réservoir imposées &
I'entrée de la tuyeére. On limite ainsi le temp de calcul de la simulation. La solution est ensuite
corrigée par un profil de couche limite sur la paroi de la tuyere. A l'entrée, la pression totale
vaut P, = 43.310° Pa et la température totale vaut T; = 324 K. Nous pouvons souligner
qu’en conséquence de la pression génératrice trés importante, la densité totale & 1’entrée vaut
pi = 46 kg/m?>. Les solutions isentropiques sont les solutions vérifiant les relations:

P o (1% 7___1M2)(—7/('r~1))
2

P,
% =(1+ 7—;—11142)*1
-1
ﬁ = (1+ 7TM2)(-1/(*—1D
Aic B _ﬁlf(v —2+ T+ E . L p2))(@+1)26-1)

A partir de la géométrie de la tuyére et en imposant le nombre de Mach au col, on obtient
de proche en proche la distribution du nombre de Mach dans les différentes sections A(z).
Cette distribution permet alors de calculer toutes les quantités le long de I’axe (Oz). Dans

notre cas, la distribution M (x) est obtenue en résolvant M = f (Z—,M ) par une méthode de

Newton. On initialise de telle sorte que le fluide soit subsonique (én entrée, sonic au col et
supersonique dans la partie divergent de la tuyére. Cela permet d’amorcer plus rapidement
les phénomeénes physiques d’onde de choc et d’interaction entre I’onde de choc et les couches
limites dans le divergent, au cours du calcul.

Les figures (6), (7), (8), (9) représentent respectivement la distribution de densité, de
pression, de vitesse longitudinale et de P’énergie totale dans tout le domaine de calcul i
I'initialisation. On observe, sur la figure (8) repésentant la vitesse longitudinale, la forte
accélération du fluide dans le convergent puis le divergent associé au fort gradient de pression.

Lorsque le calcul est effectué en tenant compte du modele de turbulence, la modélisation
est prise en compte & partir du col de la tuyere. Les variables turbulentes sont nulles en amont
du col, tandis qu’elles sont initialisées dans le reste du domaine de calcul par:

ki=1[m® s~

W = wWin; = 1 108[m? s73]

Conditions aux limites

Les conditions aux limites imposées aux variables conservatives (p,pu,pv,pE) restent les
memes en régime laminaire et turbulent. Par contre, les valeurs imposées aux variables tur-
bulentes k et w sur les parois dépendent du régime laminaire ou turbulente. Aux extrémités
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fluides du domaine, elles sont interpolées. Les conditions aux limites imposées aux parois et
aux différentes extrémités du domaine de calcul vont varier selon que la résolution est expli-
cite ou implicite.

Conditions aux limites imposées & 'entrée de la tuyére

D’une fagon générale on distingue deux types de conditions aux limites [20], [35], [40]:
| e des conditions aux limites analytiques

e des conditions aux limites numériques

L’étude des conditions analytiques est nécessaire pour s’assurer que le probléme est bien posé
du point de vue mathématique. Les conditions analytiques sont indépendantes de la méthode
numérique utilisée et correspondent & un comportement physique du systeme étudié. La
méthode retenue ici pour analyser les conditions aux limites analytiques & imposer est la
méthode des caractéristiques. Concernant la nécessité d’imposer des conditions aux limites
numériques, cela est lié 4 la dimension finie du domaine de calcul et au calcul des quantités
non imposées. Ce sont les conditions numériques qui permettent d’avoir au moins autant
d’inconnues que d’équations.

On considére ci-dessous les équations d’Euler 2D filtrées temporellement en coordonnées
curvilignes:

Q OF oG
—t =t — =
gt 0¢  dn
ot1 Q, F ; G sont définis dans la section (3.2).
Seuls les termes associés 4 la direction £, correspondant & I'entrée de la tuyére, sont explicités,

le reste étant mis dans le second membre SM. L’équation s'écrit, sous forme non conservative :

0 (4)

0Q , , 9Q

i TV P |

at e
ot A est la matrice jacobienne du changement de variables de I’espace physique a ’espace
des caractéristiques Q = Q. Elle est définie en annexe (A.12).

La matrice 4¢ a pour valeurs propres [38] :

Al =22 =gu+ g

M =2Tteyf6® + g
M= -e/& +¢°

ou c est la vitesse du son dans la direction définie par la normale & £ = cte.
A3 et \* sont les vitesses de propagation des ondes acoustiques dans les deux directions
d’espace définies par (grad€) et (—grad¢) tandis que la variable A! correspond & la vitesse 3
laquelle est convectée Ientropie. A? est la vitesse de convection de la vitesse transverse.
En projetant le systéme d’équations sous forme non conservative sur REI on se rameéne aux
€quations sous forme caractéristiques :

6Q ~19Q

=1 -1 —
R\ g AR BE +RISM =0 6)

+SM =0 (5)
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ou la matrice R;' est construite en s'inspirant de [37] et dont I'expression est donnée en
annexe (A.12). En suivant la méthode préconisée par K. W. Thompson, les conditions aux
limites analytiques sont déterminées & partir du calcul de la variation des caractéristiques

(R¢ %Q)} associé  la valeur propre A [4], [35].

Lorsqu’une valeur propre est négative, la solution & l'entrée dépend toujours continument
de la condition initiale et il n’y a pas besoin d’imposer la variable caractéristique associée.
L’onde est sortante et la variable caractéristique correspondante est déterminée  partir de
sa valeur & l'intérieur du domaine de calcul. Lorsqu’une valeur propre est positive, la solution
a l'entrée ne dépend plus continument de la condition initiale. Il faut imposer une condition
a la limite sur cette variable au cours du temps.

En termes de variables physiques, nous avons imposé la pression et la température totale,
F; et Ty, ainsi que la vitesse transverse u,. En revanche, la vitesse longitudinale est laissée
libre & I’entrée. Sa valeur est déterminée par I’écoulement lui-méme, de maniére & rester com-
patible avec le reste des variables imposées. Le systéme résolu & I’entrée est donné en annexe

(A.13).

En résolution implicite, le systéme résolu & 1'entrée en explicite sert d’initialisation aux coef-
ficients des matrices triangulaires selon la direction ¢.

Conditions aux limites imposées sur ’axe de symétrie
b4

Sur I'axe de symétrie (j = 1), on impose que toutes les quantités antisymétriques soient nulles

tandis que les quantités symétriques sont égales de part et d’autre de la frontiere 7 =1. Donc

en particulier, u, = 0, B_x = 0. De méme, 5—(—”) = 0 puisque c’est une quantité symétrique.
n ny

> U ;
Cela permet également d’évaluer —¥ en j = 1.

En phase implicite de résolution, on résout par triangularisation le méme type de systéme
tridiagonal que celui obtenu pour les points internes:

bmum + CmUmt1 = vm
mais en utilisant les approximations associées aux conditions d’axisymétrie. Les dérivées sont

calculées en j = 1 en utilisant B_q = (gj4+1 — g5)-
n

Conditions aux limites imposées en sortie fluide du domaine de calcul

Les sorties fluides du domaines de calcul sont caractérisées par t = t;y, et j = 7,,. Elles ne
sont pas traitées de la méme manitre. L’écoulement éjecté de la tuyere est principalement
convecté dans la direction longitudinale, entrainant le fluide du caisson initialement au repos
vers la sortie fluide caractérisée par i = i,,. Il est plus délicat de traiter les conditions aux
limites sur la paroi fluide haute puisqu’on ne sait pas ce qui entre dans le domaine de calcul.

C’est ainsi que nous imposons des conditions de dérivées nulles sur toutes les variables en

. d . "
t=1m, pour 1 < j < g, telles que 3= 0. En revanche, nous imposons des conditions de non

reflexion grace aux caractéristiques sur la frontiére 1 < j < gy. Le principe de ces conditions
aux limites est le méme qu’ & l'entrée. Clest ainsi que nous imposons la composante longitu-
dinale de la vitesse, la température et la pression. La composante verticale de la vitesse est
laissée libre.
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Conditions aux limites imposées sur la paroi de la tuyere

La paroi de la tuyére est située en j = j, pour 1 <3 < 4,. Les conditions aux limites imposées
sur la paroi de la tuyére sont données par:
Tpe = Tpe' =293 K
Uy =0
uy =0

L’équation de quantité de mouvement est projetée sur paroi pour obtenir la cinquiéme condi-

tion & la limite.
?p..ﬁw = (?.Gij).-‘l—'l,}w

Ensuite, selon que le point &; considéré est laminaire ou turbulent, les conditions aux limites
imposées sur les variables turbulentes vont changer.
Si le point de la paroi est dans une zone laminaire, on impose:

Sinon on impose

k=0
_ N

W =
Pwkg

L’énergie cinétique k2 est définie par [34]:
k2= krlv [Pu
Pw Y Tw

D’ou
Nty

Y7 k)

N vaut N = 2500 et k* = 5 [34].

Conditions aux limites imposées sur la paroi en sortie

La paroi en sortie est caratérisée par 1 =1, pour j, < j < j,,. Les conditions aux limites
Imposées sur la paroi au-dessus de la sortie de la tuyere sont les mémes que celles imposées
sur la paroi de la tuyere:
— ni _
Tpe =T50' =293 K
U, =0
uy =0

L’équation de quantité de mouvement est projetée sur paroi pour obtenir la cinquieme condi-
tion & la limite.
__}
ep.ﬁw = {e.oij). i
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Concernant les conditions aux limites imposées pour I'énergie cinétique k et la dissipation
spécifique w, elles sont telles que:
k=0
~ N
R #z;
pwks

Le détail de la discrétisation des conditions aux limites sur la paroi est donné en annexe (A.11).

De fagon & rester cohérent avec les conditions aux limites imposées en j = j,, 4> i,, on

impose —— = 0 au point du coin du domaine caractérisé par (iy,5m).

on
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6 Reésultats

Les figures (10) &4 (13) présentent les champs de densité, de pression, de vitesse longitu-
dinale et verticale obtenus a4 convergence temporelle. Le critére de convergence est basé sur
le calcul des résidus de norme E? dans la tuyere. La pression est rendue sans dimension par
la pression atmosphérique P, = 0.866 10° [Pa). On rappelle que la pression génératrice vaut
Pt; = 43.3 10° [Pa). Le débit total & travers une surface et calculé & au col vaut mm = 2.76 [Kg/(
Nous présentons également les isovaleurs du nombre de Mach sur la figure (14), car c’est la
représentation la plus utilisée pour analyser ces écoulements [23], [29].

On peut remarquer, figures (10) et (11), que la densité et la pression ont peu varié par
rapport aux champs initiaux, figures (6) et (7). Nous pouvons souligner que la pression sur
les frontiéres fluides du domaine de calcul est bien égale & la pression atmosphérique. Les
forts gradients associés aux interactions entre le choc de décollement et le choc de foclisation
interne s’observent plus facilement sur les isovaleurs de la vitesse longitudinale, de la vitesse
verticale et du nombre de Mach sur les figures (12) a4 (14). On observe, sur la figure (12), le
jet supersonique qui sort de la tuyére proche de la paroi haute, et le bulbe de recirculation
sur l'axe de symétrie, a 'aval du disque de Mach. Le systéme de compressions et de détentes
dans le jet supersonique résultant des interactions complexes entre le choc de focalisation
interne réfléchi et le choc de décollement apparait clairement sur les isocontours du nombre
de Mach, figure (14) [23]. Le jet expulsé se propage vers la sortie du domaine de calcul dans
la direction longitudinale sans diffuser.

De fagon & étudier finement les phénomeénes simulés dans la tuyére, les figures (15), (16)
et (17) représentent la composante longitudinale de la vitesse, la composante verticale et
le nombre de mach dans la tuyére. On observe bien le bulbe de recirculation sur l'axe sur
les isovaleurs de la vitesse longitudinale, figure (15), tandis que la vitesse verticale permet
de visualiser le choc interne, le choc de décollement et le disque de Mach, figure (16). La
structure en chapeau, elle, est plus clairement visible sur la distribution du nombre de Mach,
figure (17). Le bulbe de recirculation qui se forme en avant du choc normal s’explique par le
fait que la pression statique derriére le choc, de trés forte intensité, est inférieure & la pression
atmosphérique en sortie [24]. Le fluide ne peut réaccélerer derriére le choc que si les lignes de
courant divergent dans le cceur subsonic [26]. La pression augmente alors jusqu’a équilibrer la
pression atmosphérique en sortie. Ce phénoméne pourrait s’expliquer par une reflexion inverse
de Mach, mais les raisons de I'existence d’'un tel phénomeéne dans cette configuration sont
encore mal connues [14]. Par contre, on peut remarquer d’une facon assez globale que le choc
normal est oblique par rapport a 'axe de symétrie. Ce n’est pas ce qui est observé d’autres
études numériques [5], [24], [29]. De futures études devront déterminer si cela provient de la
difficulté du modele Wilcox a reproduire le choc de trés forte intensité, ou éventuellement du
traitement numérique de I'axe de symétrie en implicite.

La figure (18) représente les isovaleurs de la vitesse longitudinale dans le décollement
proche de la paroi de la tuyére. On observe une zone légérement décollée, alimentée par
l'extérieur. Les résultats présentés ici sont difficiles & comparer aux résultats obtenus expé-
rimentalement dans la tuyére TOC & choc interne testée dans la soufflerie R2Ch de TONERA
Puisque nous n’avons pas tenu compte de la tuyére d’injection [29]. Nous avons néanmoins
tracé le profil de la pression statique le long de la paroi pour déterminer l'abscisse du
décollement dans notre simulation. La figure (19) représente donc la pression sans dimension
le long de la paroi de la tuyére. Au niveau du décollement apparait un choc oblique, visualisé
a travers la remontée en pression autour de z = 0.08 [m]. Le plateau de pression observé en
aval correspond & la zone d’eau morte de la zone décollée. Cette topologie découlement est
Caractéristique d’un décollement libre (FSS). Nous pouvons souligner que comme d’autres
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modeles de turbulence, la remontée en pression se produit en amont de ce qui a été mesuré
expérimentalement et qui se situe plut6t autour de z = 0.1 [m] [29].
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7 Conclusions et perspectives

Nous avons réalisé une simulation de I'écoulement dans une tuyere TOC & choc interne de
type Vulcain 2, testée expérimentalement dans la soufflerie R2Ch de 'TONERA [27], et sans
tuyere d’injection. La simulation a été réalisée avec un code compressible axisymétrique [33]
utilisant le modele de turbulence de D. C. Wilcox [39]. Aprés une présentation détaillée des
équations de Navier-Stokes turbulentes résolues en configuration axisymétrique, les méthodes
de résolution numérique explicite et implicite des équations ont été exposées. Les conditions
aux limites imposées sur les différentes frontiéres du domaine de calcul ont été discutées.
Nous avons ensuite présenté les résultats obtenu numériquement dans la tuyére TOC & choc
interne pour un rapport de pression Pt;/P, = 50.

Les résultats présentés sur la vitesse longitudinale, la vitesse verticale et le nombre de
Mach sont qualitativement en trés bon accord avec ce qui a déja été observé et calculé dans ce
type de tuyére. On retrouve en particulier la structure complexe de choc en chapeau associée
a la réflexion singuliére du choc de focalisation interne sur I’axe. Le bulbe de recirculation
situé sur I’axe de symétrie est également prédit par la simulation. Nous observons de plus la
configuration de décollement libre avec la recirculation dans la zone d’interaction entre I'onde
de choc et la couche limite proche de la paroi. Nous retrouvons bien qu’a ce trés haut rapport
de pression le décollement est situé au bord de la lévre de la tuyére [29].

En revanche, I'intensité du choc droit est sous estimée par le calcul et nous ne retrouvons
pas exactement la forme du choc proche de I’axe. La position du choc oblique en amont de
la reciculation, est également mal prédite. Nous pouvons i nouveau souligner que c’est aussi
le cas d’autres modeles de turbulence [24], [29].

La seconde étape de cette étude consiste & améliorer le modele initial de turbulence de
D. C. Wilcox en introduisant les corrections non linéaires préconisées par F. Thivet and
al. [34]. En effet, F. Thivet and al. ont montré que le modele initial pouvait présenter une
violation les régles de réalisabilité (positivité de la variance des fluctuations de vitesse et
vérification de I'inégalité de Schwartz pour les corrélations croisées), mais que cela pouvait
étre évité en rajoutant des termes non linéaires dans le modele. 11 est également envisagé de
rajouter la tuyére d’injection dans les futurs calculs pour tester son influence sur la topologie
de I’écoulement obtenu. Selon les résultats obtenus, il pourra étre bénéfique d’implémenter
un schéma d’ordre élevé dans 'algorithme de résolution pour améliorer la précision de nos
résultats.

A plus long terme, I’étude des transitions entre les différentes configurations de décollement
(Restricted Shock Separation et Free Shock Separation), pourra étre envisagée. I sera pro-
bablement nécessaire d’utiliser des modéles statistiques instationnaires de type URANS.
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A Annexe

A.1 Equations filtrées temporellement en coordonnées cartésienneg

Les équations s’écrivent sous forme vectorielle :

9Q OF 9G 3H OF, 0G, OH, o
Eﬁ_+§£+3—y+az+ax+6y+az +5=0

Le vecteur des inconnues principales filtrées vaut :

-

Q|
I
g

Les flux Euler F, G et H sont donnés par:

(P (7 (7
pu’ +p 0] pu
I P’ +p poiD
F=| puw G=| o H=| P0°+p
Pk + ip OE +op PE + wp
piik Pk puk
\ o) \ e
Les flux visqueux F,, G, et H, s’écrivent [36] :
( 0. \
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A.2 Equations filtrées temporellement en coordonnées cylin-
driques

5 Lfl transformation de la dérivée particulaire d’une fonction scalaire f(r,8,z,t) des coor-
Onnees cartésiennes aux coordonnées cylindriques s’écrit [3]:

&4 _8f . Of updf  of
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o O BArr 1 BArB 6Ar:c (Arr - AB())
?'(A)r T or v r 00 or r
— 0Agr 10Apg 0Ap: 2 A
_} V=g gttty
, Les équations de Navier-Stokes filtrées temporellement peuvent s’écrire 4 ’aide de I'opérateur
: divergence V. et de l'opérateur gradient
En —l- 6) p? 0
ap ﬁ
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En utilisant les expressions des différents opérateurs en coordonnés cylindriques, on ob-
tient
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En posant 67 = j, on a:
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Prod = = (7o Arr + 775% Arg + 173% Are + 157 Agy + 735 Agp + 152 Agy + IV Agy + 77V Ay + el
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Pour terminer, nous donnons les expressions des composantes du tenseur des contraintes en
coordonnées cylindriques [41]:

F=u(VT +VE - g?.‘f)z) =2V - %6’.??1)

Ou, 1 _ 1 10u, Ouy wu _ 1 0u, &
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A.3 Discrétisation temporelle explicite et implicite TVD d’une
équation hyperbolique scalaire 1D

Cette section ne présente pour l'instant que les discrétisations explicites et implicites
utilisées pour résoudre les équations scalaires hyperboliques du type:
ou  Of(u
at oz
avec f = qu. La discrétisation des systémes linéaires se généralise ensuite. Un shéma temporel
4 un seul parametre s’écrit sous forme conservative [19], [43]:

up T+ Ae(h?:ll/z - h?fllfz) = = A1 = 0)(hiyypp A1)

At
avec A = —. Lorsque le parameétre 6 = 0, le schéma est explicite et lorsque @ = 1, le schéma
T

est implicite. Nous nous limitons au schéma spatial TVD d’Harten modifié par Yee qui a été
utilisé dans nos simulations. La version du flux d’Harten Yee est moins dissipative que la
version initiale d’Harten.

: Le flux d’Harten Yee au second ordre et vérifiant la propriété TVD s’écrit sous la forme
19]:

1 1 1
hivip2 = S (fiyr + fi) + 79(@i4172)(Giv1 + i) = 5 (P(air1y2 + Yir/2) Aig1yz u)
2 2 2

(fir1 + fi + diay2)

B =

hivie =
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avec ) i
Pir1/2 = §U(ﬂi+1/2)(91'+1 +gi) - §(¢(ai+1/2 + Yit1/2)Dig1/2 1)

. Wiy Jor Gi+1 — Gi
Ly Ay u

et 1
o(2) = 5 (#(2) - A2?)

La fonction 1 qui apparait dans I’expression du flux est une fonction de Lipschitz permettant
d’assurer une fonction de dissipation non nulle dans le cas ot aiy1/2 = 0. Le flux g; représente
un limiteur. Le limiteur utilisé dans nos simulation est le limiteur de Van-Leer dont I'expres-
sion est donnée ci-dessous. La propriété TVD est assurée par la définition de o et gi. Le
limiteur.de flux de Van Leer pour une équation hyperbolique scalaire s’écrit :

_ Bin1pulioypu+ A pudi g pul

;=

Ajp1ppu+ Aiyu

Dans le cas d’une discrétisation implicite, u™*! est solution d’une équation non linéaire
dont la résolution directe n’est généralement pas possible. Il faut donc travailler sur une
équation linéarisée approchée. L’équation discréte initiale peut encore s’écrire :

uf !+ 26(heY, - it1/2 =B, + ) = uf — AR, , — b )

1
Riv1/2 = 5(fi+1 + fi + $iv1/2)

En linéarisant de méme 4 l’aide d’un développement de Taylor les flux £, on peut ap-

proximer :
1 1
FT = P = af (! — ul)

d’ou:
nt1 1 +1 1 1
u; "+ A (e (U?-:E —u) + ai (uf ™" —ul) + 45?_:-1/2 = ?5?-5-1/2 - a?—l(“?j:{ —u; )

"a?(u?ﬂ =) o ¢’?f11/2 + 95?_1/2) =l A(h?-{»lfz - h?‘l/f!)

1 1 1
U?+ + A0 (a4 (u?j} —uy) + (;5?:‘11/2 = f+1/2 - a?—l(u?—-l-l —u; )
+1 _
~$ et birye) = uf - Alhivys2 = hiyja)

De méme on linéarise les fonctions ¢:

¢n+1 - g!511+1 (un-f-l _ un+1)

i+1/2 = Pir12\Uig i
nt+l T/, ntl eyl
¢i+1/2 = Pit1/2 (uy — ™)

Il est d'usage d’introduire les variables di = ul*! —u? et Pon doit alors résoudre le
Systeme matriciel suivant :

e1di—1+exd;i+esdiyg = —)\(hyﬂ/z = h?—i/z)
e; = —2“[—01'—1 + ¢i_1y0]"
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o
e2=1- —2-[¢i+1/2 + $i_1/2]

) )
ez = ""2"‘[‘12'+1 + @it1/2)

On obtient ainsi un systéme tridiagonal. Dans le cas monodimensionnel, la résolution im-
plicite des équations est réalisée soit par une méthode directe, soit par une méthode itérative.
Les méthodes ADI (Alternating direction implicit methods) n’interviennent que pour des
problémes multidimensionnels [13]. Lorsque le probléme est bidimensionnel, par exemple, on
peut se retrouver avec des matrices pentadiagonales puisque les vecteurs inconnus u; j sont
rangés en colonne par adressage monoindice. L utilisation d’une méthode de type ADI permet
alors de résoudre simplement le probleme. Enfin, on peut souligner que les méthodes ADI
sont adaptées & la résolution de probléemes stationnaires.

Pour des applications stationnaires, pour accélérer la convergence, on peut faire une
derniére approximation qui consiste & ne retenir que les contributions du premier ordre dans
les coefficients ¢; [19].

Y

e = 7[—%’—1 = ¥(ai_q2)]"

AQ
e2 =1+ S [¥(aip1y2) + P(ai—1p)]"

Af

€3 = —-[ait1 — Pla1p)]”

A.4 Discrétisation temporelle explicite et implicite TVD d’un
systéme hyperbolique & coefficients constants

Soit & résoudre

8Q | OF(Q) _
ot oy =0

(7))
ou
pv
Q= o
pk

oy

ou

La discrétisation d’un systéme linéaire sous forme conservative se déduit de la discrétisation
de I’équation scalaire en diagonalisant la matrice jacobienne du flux et en introduisant les
variables caractéristiques. Une fois dans I'espace des caractéristiques, les équations sont
découplées et se discrétisent selon le signe de la valeur propre. Les équations sont ensuite re-

o . . . oF
Projetées dans ’espace physique. Lorsque la matrice Jjacobienne du flux A = @ est constante,
cette opération est réalisée facilement. On a:
A=TRAR™!
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Les variables caractéristiques sont définies par : R™10Q = 8W. Une fois que les équations ont
été projetées dans P’espace caractéristique, elles sont découplées :

o' L)

ot Oz =0

Un schéma TVD implicite du méme type de ceux proposés pour 1’équation scalaire hyperbo-
lique peut donc étre appliqué & chaque équation caractéristique.

W - W, W,
Wt 4 Ae(Hi-}-l?}-;l B H,-..f/dzﬂ) =Wr-AQ1- 9)(H1.+1"}2 - H,;_1n/2)

En repassant dans I’espace physique on obtient :

QM+ M(HTY, = HY,) = Q7 = M1 - 0)(HD, 0 — HY, )

avec i
Hi+1/2 = E(AQH-I =+ AQ: + R‘I)H.l/Q)
soit
1
Hiyypp = ‘2"(Fz'+1 + F+R®; 1 0)
En linéarisant le systéme, en posant D; = Q;“H — Q7F, on obtient un systéme tridiagonal

par bloc:
Ey Dio1v+ B3 Di+ E3 Diyy = —\( iv1/2 — H o)

avec

EI:)\B

?[—«4 +RP;_y/5)"

AR e _—
Fy=1- ?[Rq)i+1/2 + R@iﬁ_l/g]n

Py,
E3 = ?[«4 + Ry /0]"

A.5 Discrétisation temporelle explicite et implicite TVD d’un
systeme hyperbolique & coefficients non constants

Dans le cas général o la matrice A n’est plus constante, il faut construire une approxi-

mation de A, /2 localement. Les matrices jacobiennes que nous utilisons sont des matrices

Construites sur les variables de Roe [28]. Par analogie avec ce qui a été proposé pour les
systemes & coefficients constants, on a:

QI+ MHI ), = HI)o) = Q7 = X1 = 0)(HD, 1 — HE, )

avec

1
Hivrjp = 5(Fit1 + Fi 4 Rig12%4401p9)

Pour un systéme d’équations hyperboliques, le flux ®;.11/2 du schéma que nous utilisons s’écrit

[43]:
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( ¢£+1/2 =-3 o(ai41/2) (941 + 1) + 1[’(‘1§+1/2 + Yit1/2) 10
- C"E+1/2 = wj;; — v}
J ! (a§+1/2°‘§—1/2) P ,(a§+1/2ai—1/2)[

9 = ] I
' (Q’i-uz + az’+1/2)

o(2) = 5 [9(z) - A 2*]

Y(2) = |z]
9!+1 ~ g i
2 2
! _ i T Qi #F0
Yit1/2 = 0(a) a§+1/2 e
0 sinon

En conservant la méme démarche que dans le cas scalaire, apres linéarisation, on obtient :

EyDi 1+ FE;D; + E3 Diyq = ~MH e — HE )

1

avec X0
E = *2—[—«41;—1 +Ric12®i12]"
A6 n
Ey=1- —2-[Ri+1/2q)i+1/2 +Ric1/29i10]

A6 seoe
E; = —2-[A,;+1 + Riv172®@ig1/0]"

La formulation décrite ici permet d’obtenir un systéme d’équations dont la matrice
représentative est tridiagonale par blocs.

Comme pour une équation scalaire, on peut ne garder que les termes du premier ordre
pour un calcul stationnaire.

AG . - =
E = 7[—-4@—1 - Rz’—1/2D""ag[¢(ai—1/2)]Ri_lj_/g]
A0 . _ i - n
Ey=1+ 7[Rz’—1/2D3‘39[1f)(ai—1/2)]Ri_11/2 + 731:+1/2Dw§[¢(a¢+1/2)]’Rifl/z]
)\9 Di -1 n
By = ?[AH-I —Rit1/2 za9[¢(ai+1/2)]7?1+1/2]

A.6 Méthodes ADI

Les méthodes ADI ont été développées par Peaceman et Rachford en 1955, pour résoudre
équation de diffusion 2D. L’idée de ces méthodes de résolution numérique consiste 3 la mise
en facteur d’une matrice du type (Z — M), avec M = M, + M. En effet, on peut montrer
que:

(T - M)~ (- M) - M,)+0(At)

dans le cas d'une discrétisation temporelle du premier ordre.
D’ou I'obtention des solutions de la discrétisation :

(Z - M)(ZT — M)t = gn
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en résolvant

(Z - M;)d73t! = gn

avec ]
- o B B (I _ My)@n+1 == @;H-l

A.7 Matrices jacobiennes des flux

Soit un systéme d’équations hyperbolique bidimensionnel sous forme conservative avec Je
modeéle de turbulence de Wilcox [39]:

0Q 9F(@Q) L 9G(@Q) _
ot " Tar T gy 0

avec

Q)
I
!

Ce systeme est équivalent & la forme matricielle :

0Q , ,9Q 09
avec
[ 0 1 0 0 0 0\
Y-1 2
(—5—)g" —u (3 =7)u (-1 (v-1) 0 0
— Uy v u 0 0 0
A, = el o )
"(_2“'"(1 —ht) h—ui(y—1) —uv(y- 1) Yu —(y=1u 0
—uk k 0 0 u 0
o : A
et
[ 0 0 1 0 0 0\
—u v U 0 0 0
-1
A (72 )g® —v® —{g— L} B=9) (y—-1) 0 0
v -1
(o= = h) —wly=1) h-w¥(y-1) w  —(y=1v 0
~vk k 0 0 v 0
\ —vw w 0 0 0 v }

avec ® = 42 4 o2 et hy = h + k.
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A.8 Matrices jacobiennes des flux visqueux en implicite sans
modele de turbulence dans un changement de coordonnées
_cartésiennes (z,y) — (£,9)

En résolution implicite, puisque la solution recherchée doit converger, et de maniére 3
simplifier la discrétisation des flux visqueux, les dérivées croisées sont négligées. Cela revient
& approximer la diffusion des composantes de la vitesse comme un laplacien. Cela revient 3
approximer :

o 0 00 _ o
or ~ Oz ’“aa: _”3:1:2

___Baxymf_( ?E)~ ou
dy oy "oy T ey

De méme, dans I'équation de I’énergie, on utilise:

P o  bu.  8u2j2) 8 9, . 822
553(“0”)‘5; up b;)—ﬂ‘“——"axz (‘9;(1’ Umy)—é;(”ﬂé;)—“"_—_“amg

3 B} Au ?w?/2) 8 0 A d%(v2/2)
A T e L O O mEVES S

On donne ci dessous la modélisation des termes visqueux en 2D en coordonnées cartésiennes :
( 0. £

TY = &% B %y

= 9%(1/2)(u? + v?) " 8%(1/2)(u? + v2) _wCp8*T G, 8°T

( Or? oy? Pr 0z  Pr 0y? J

Lorsqu'on change de coordonnées, et en ne conservant que les termes diagonaux, on obtient :

[ 0.

By 3 0% _p, 0%u
—3(05 + B¢ )3_62_ = }(an +3n2)%5
V= v 8%

“%(Otgg i 5§Q)¥ - 3(%2 + ﬁng)ﬁ

82(1/2)(u? + v? Cp 8°T 8(1/2)(u? + v? Cp 8°T
(o + ) GG L 2B ET) sy Al ) G 2

Pour se ramener & une forme conservative, on pose:

40




[ 0.

O B2, 0 p 5 50
TV = - ~ - _(Z _E 9 - 9 ov a y7; 9 ov
3’5( J(Oég + B¢ )55-)4—55(—3(% +5r;2)55)

9 (a2 + AL L) | uG 9. 8 pw+v?)  uC
K5 g +ﬁf)8§(3 2 +JPI;~T))+%(_(“1?2+3172)%(3 G

o

En posant alors :

B O(1/2)(w® +v%) G, 3_2)

(2 2
(ag” + Be )5 o TPr o

J

et

[ 0.

_Bip 2, 5200
J(a,, +6,7)6n

G, = By o 2y Ov
_ 2 2 Ea(l/Z)(u2+U2) [JCP 3T

on retombe sur la définition des flux donnée dans la section (4).
Les flux simplifiés peuvent s’écrire d’une fagon générale comme :

F; = O’gaflii
& = 0Ok

avec les définitions suivantes :

_ K0 2 __ BYepev , o 2
o1 = —>(ag + f¢) o2 = == p(ag + )
v M, og 2 t _ HYepew, o 2
o = _:}'(an +61}) D= "m(an +ﬁn)
2 2
K1 =U K=" K,,gu ;_U n4=E’-%(u2+v2)
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Bu 3o A1/ +v?)  B(E — (1/2)(u? +v?))
2_ _ou 35 %Y g4 _
F —*?1 o F =y T Fj =0 B¢ + o9 B¢
Bu B LA +07) | O(E - (1/2)( + v2))
2 o L 3 — ol 4 e !
Gy =} an G, =0} an G, =0} o + oy an

La décomposition temporelle des flux est alors réalisée a I'aide d’un développement de
Taylor [30] et peut s'écrire en faisant intervenir une matrice jacobienne des flux visqueux 3
partir des expressions des flux simplifiés. Au premier ordre:

(F)™ = (F)" + (0)00, 3 %(Ql‘“ Q)
)

(@ = G +(@)10, Y 2@+ - ap)
1

n

do] i
en supposant que ——- = 0. II ne suffit plus que de calculer les éléments —

UI
oQ; o0Q;

Oum _ O(pum/p) _  um Sp + L 9pum Uy

op dp pOp p dp p

o p 9p Ty p
/) _um  OE-3(2) _ um  OE-1a2) 1

Fpum, P OpE p

D’oli les matrices jacobiennes des Aux visqueux dans les directions ¢ et 7:

[0 0 0 0 ]
~gf13(gép) £ 8(;29) 0 0
ot 200 0 gt 2] 0
5} 5}
J : , 9(1/p)
my TMy2 M43 )] 3€ |
mat = —g QW 1O)+ (P )p)  B((E[p) — (u® +v?)/p)
41 = —0] 6‘25 a2 85
S 5(;2{9) —® B(Eép)
s = o) 3(;?0) % 8(;?3)
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[ 0 0 0 - 0 E
15 ! on
My=| =00l 8/
on on
i ' 6(1/,0)
; My v LUTR 02‘—57?* J
et
_ 1 0(2/p) + (v¥/p) _ 1 9((E/p) — (u? +v?)/p)
my) = -0y a Ty 3
n n
a , 0
g = o (g/p) -5 (;ép)
0 g
frigg = o (;gp) L (;gp)

A.9 Matrices jacobiennes des flux visqueux en implicite avec
modele de turbulence dans un changement de coordonnées
cartésiennes (z,y) — (¢,7)

— 9
5 i e +8 P
A l'instant (n + 1) ;
as as
SR-H — qn k k
k (kw) = SP(kw) + ok d(pk) + 3o, ew)
a5, as,
gn+l — gn w bl 2]

En fonction de leur signe, les incréments sont implicitées ou non. §’ils sont positifs, ils vont
avoir tendance A renforcer la diagonale des matrices Jjacobiennes des flux. Au contraire, s’ils
Sont négatifs, I'implicitation de ces termes entraine la destabilisation des calculs et ils sont
donc calculés dans ce cas explicitement.

0S5y _ OProd 9pB* pwk _ _rey Ou;
dpk Opk * Opk S T4 Oz;

. 2
Ti L = =2u,(Sij ~ 3 okk0is) + 2PkGy;

Bh e L 2
7-.".“"-’” =3 Bw—(SzJ s E}“Skkazj) + gﬁkézj

i N Rt
dpk — pk dpw 7 2 Wi 3 7kkCL



De méme:

B Pwk _ . B Puk
Topk P =8k

Donc au final on obtient :

Prod o B o= 1
SET k) = Sph) + (=22 + 8 w)d(oh) + (2. A

3

Prod Prod 2k @i
n+1 — on 0 * sl ) *
S (khw) = Sp(kw) + ( ok +F WMok} +(— =+ 2=¢, 3z, T Fd(pw)

Concernant le terme source de I'équation de transport de la dissipation spécifique, on a:

o B
Skr0i;) _é;u,_ + 6" k)d(pw)
]

w _ 08 p w? .
6_;;5(_- p Prod) =0 ‘—-——6pk =
95, _ v 2r s 1z oW
T = F Prod + = (S 33&:1;5:_7) By +28w
n+1 = gn o g."i = @_’
SoTH kyw) So (kyw) + ( 2 Prod + 3 wJ,J e +2 8 w)d(pw)

Comme k << won approxime :

P
SE¥ ) = SE(h0) + (=222 1 g a4 (224 5 Byd(ow)

turbulente dans les composantes normales.

[ 0.

0y Pu  28pk
—(n +ﬂt)5§ = (u +#z)5§ ¥ 362
8% v 28pk
—(M‘i“ﬂz)a—g (Ii'l*#)a_g 3y

%k 8%k

i o2 agc?‘gﬁ

3 Pw Pw

Mo T Mg ]

0*(1/2)(u? + v2) P(1/2)(u? +v2). 2 Opuk Bpuvk
TV =— i ol
_h(,uCp " WOP)62T_(E’& & 1Cy . 0°T
Pr  Pr, " 82z2 Py Pry 7 oy?
B 0%k B 02k
e Oy?
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En passant en coordonnée généralisées et en ne conservant & nouveau que les termes diago-

naux, on obtient :
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ok
"7( € +/3.52)52

[ - = 0.
0
+ 5%
& J“‘(as"‘+6s“’)a——§;’u”—}"-‘—*( a +ﬁ,,2) s wfa”’“ ﬁ,,"””“)
TV = TV
—"—(ag + fe 2)8_52 = %( @72)3172
"_( o +5§2)—U‘J‘ 4(%2""5172)_—
I 862 67)2 _J
TV4 o (#« 'j}p't) (C! 2 +;B 2)32(1/2)(1;2 +U2) _ ([J. +“t)( 2+ﬁ 2) 62(1/2)(‘112 +U2)
O, on?
2, Opuk Opuk, 2, Opuvk
2 o ’;’; +ay ’;“ )+ 5 ’;.; + 65k
(MG Gy G T
(5 or t 7 pp )(352 ( prtgga,,2+ﬁn2)5n—2
o k
- J2( +ﬁ52)a§2 - _J_(af.? +ﬂﬂ2)a_n2
D’ou les flux associés :
[ 0. '
B e + 8 5 + Rago
|- “t(a52+ﬁ52)%+§(ﬁgp k)
B, = o
o ok
= J( 2+ B )Bf
_ 2 gy 0w
i J( 3 +ﬁ§ )a§ |
2
_“_Mj_”_") +ﬁ2) Uzgé_{_v) Spk(uag-i—vﬁg)
#C 1 C aT
~r t T + B 3



De méme dans la direction 7:

- == r- . " ]

ou 2
2)6_7; a4 g(a,,p k)

+ dv 2
"“_‘d}—l‘ti(anQ + ﬂn%%‘ + ‘j(ﬁmﬂ k)

é::" G4
-—-(a,, +5n2)_‘
| Teteang

G:'-: ()u #t)(a +,32)?_(£/_2_)é%'iﬂ 3pk(uan+yﬁﬂ)
kG Gy
et T Pr,) (e +’3’?2)%
—QJE(O‘U +,8,72) an

A nouveau, les flux simplifiés peuvent s écrire d’une fagon générale comme :

F) = 0,0,x; + 07K,

1 ! "
Gy = 0}0,k; + o'k
avec les définitions suivantes :

T a «
(# Jﬂt)( ﬁg) oy = 7'] }fr + g:—t)(ag +ﬁ§) o5 = }g(ag +ﬁ£2) 05 = __4_(03 +ﬂ62)
(#-!nut)

o= ETE G2y g2 %= TG + et 4 ) %= B o= Moz g
et
24,2
Kil=u Ky=y r.:3=u+v Emé(u —i—'v2)——;E ks =k kg=uw
En effet, ep régime turbulent Pénergie totale est définie par:
i T =374 Prn  Pr—r
PE = pe,T + '2“”1"”:' =pe, T + g Witk + 5 (it — ;)
Doy
9 2 Ov
Fy==oy 8{ ozEpk F—--—oigg—f— Bepk
9(1/2)(u? + 2 E ~ (1/2)(u? + v2) — ok 2
_ol(/)((% v _ o (/)6(?5 ) )_0555+ e
k Ow
S OF B in g S
Fvu 0'585 Fv 0‘635



au 2 3 ,a‘v 2
E-Fga,;pk Gv"-“‘flgg"‘gﬂnpk

s 0(1/2)(u? 4 02) OE- (/2 +0?) k) Lk o
T A s -y

2 _ ’
G,,—-—O‘I

: 055;?—+§pk(uan+vﬁq)
ok Ow
Gi=cim G3=—gy2

i

La décomposition temporelle des flux est réalisée 3 I’

aide d’un développement de Taylor
[30]. Au premier ordre:

(B < (B + (oo, ggf(cz?“ -~ + (e Y gg;;(@;m - qp)
! i

RO R e o

i 7 a 1 1 3] i
(G = @) + ()pa, Y 2 gnis _ )+ ("X 2t — gp
Y T 0Q,
et I'on a supposé ue BJ‘P =0
pp q an *

A nouveau on g

Oum _ B(pum/p) =m0  10pum _ u,

dp dp PO p By T,
Ou, _ B(pum/ ) _ 1 O, _
Otm ~ Opum " 5 OpE ~
O(up/2) _¥E O(E — 3(u? +v2)) _E - u? + 2
B e T, p
0(un/2)  up, ANE - 1(u)) — _Um  O(E-1(u2)) 1
Opum — p Oum =% T aE T,
et
Oh_ ke w
% o B~
Bpkum=__ku Bpkum_ _«?ﬁwl ﬂpkum__u
dp o Opum, Opk — p dpk i

Dot Jes matrices jacobiennes des flux visqueux dans les directions € et 7 lorsque I’on utilise
le modéle de turbulence de Wilcox :

|' 0 0 0 0 0 0 "
o -a—(gé/-—pl —Ul—a'%gf—)z 0 0 ; CEE 0
3(;?9) 0 - 3(;?) g B 0
m 9(1/p) 0
41 Uy My3 a B¢ mMys
3 6(;{/;0) 0 0 0 o 6(61)29) 0
L ol 5(215/;)) 0 0 0 0 —0g 3(;?0) |
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B - Iy LI W

B(H/P) ()

Myp = —gy 35 +3a§k
my3 = —0y (C%{p) + o9 3(;?0) + § ﬁ k

Mys = (03 ~ g5) =L/ ol /p) + = (Q’fu + Bev)

0 0 0 2 0 !
of2le) _, WMo, 0 s o 0
5(”7 ,0) 0 -—g{ _aial;éez 0 32' Bn 0
M. — o(1
n b Myo M43 '"0-5 -ia_éel Mas 0
3(;19) 0 0 0 -aé*—-——a(;gp) ?
2 26)p) L)
37) 0 0 0 0 06_'57‘7—‘
'*.:j: et
=+ LS W) 0B~ a2y, O(k/p) _ 2
T ey et ey, TR
1 9(u/p) : I(u/p) 2
g == gy 3,7 +a dn = 3¢
= o'90/p) 0w/ 2
Rigg =g, '_;37?“ Wiy n * 3
, o(1 2
Mys = (o5 — aé) (8?;’0) o+ E(Qﬂu + Byv)

A.10 Algorithme de résolution d’un Systéme matricie] tridia-
gonal par triangularisation

Soit le systéme tridiagonal suivant & résoudre :

by C Uy v
ay by ¢ Ug Vo
az by ¢
Ci_1
aj b, Uj L



AmUm-1 + bmum + Cmlm )

am(ﬁm_‘l T Om_1Upy) + b

(bm

mum + Cn.,_um+1 — Vm

-—_ Qm-—lam)um + Crnum+1 — ‘Vm _ a’mﬁm_l

D’Oﬁ:

bi U + ¢ Uz = 1
Ui oy mp = )

C1

r

61:‘1 o] = —
by

by




Le systéme 4’ uations corres ondant ayx conditions ayx limites é uivaut 3 résoudre :
N q

orT

T+ (5p)rAr = g (7

' 7 u;;,;{ (%’-‘tf PAt=0 (8)
i+ (S)pas = o )

7 (g-if At =0 (10)

wf' + (%—?)?At = Win (11)

Les conditions aux limites sont écrites en utilisant ceg variables conservatives 4 partir des
relations :

aumn_ Ema/f_’ laﬁa”ﬂn
(‘E:)z —(—‘E—gt""g ar )i
(Gor=(-ko 1o,
ot pot  p ot
BT ST
ot POt 5 ot
T 1., B 2 07
(@)r—h((—:+%—+§?Z’-f‘:m-%éa"’f’—é%),
ot P 7 P P O "pot 55

__.I_(E_q2_k} = M 11 0 )
pcy PCs poy pe,  poy
i 2 0 0 o o
p P
~Y 0 i @ 0 o
B= p p
0 0 0 0 o o
B 0 o o 1
P p
w 1
o 0 0 0o -}
p p
T - Tp \
At
n.
i 21
At
D=| _U%:
At
k7
At
wim"‘wn?}
At




A.12 Mséthode des caractéristiques

0Q 9F b
"3?-}-55‘!--5&——0

(12)

ou @, F,G sont définis dans 15 partie (3.2) dy document,

- (13)
=1 o
nj COIrespondent aux deux matrices dans les directions (&m):

A,g = agA,r + ,BgAy
Ap = ayd, + Brdy

A titre d’exemple nous donnons I'expression de la matrice A¢ en posant

[36], [37]:
Ny = B
(@¢,B¢) sont les composantes du gradjent de (z,y,2) définies dans le systéme (z,y,2), qui
définit la normale a la direction ¢ =el.
Les coordonngées de la normale sont données par :
ky=—__ T
kg= "
ng? +n,2
La matrice Ag s'écrit
Ay =
0 Mg ny 0
@3% - u(?.??) (- 2un, + 2.7 —(v = Don, + uny (v - 1)n,
7=1)g?

Ty — v(_t?._r?) ~(y - Duny, + vn, ~(y - 2un, + 7.7 (y—1)n,
(v —1)g? - vE)Z. 7 ong Y-1)%.7 ony — vy - )27 2.7

2 2
Doulet = (vE - (y - 1)%).

=1

—

ot ¢? est I'énergie cinétique : ¢ =
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- A = ReA R

Al = )2 = MU + nyv

A =2y ey /g2 +ny2
)\5 = Al == C'\/n;rz +ny2

o 1 . ’ 4 P i
(7,7, et bour un scalaire § = (). Leg vecteurs propres sont ranges selon la méme numeérotation

2 = o2
u u+ ck; u — ck;
=2 R 2 2
R _ C C C
¢ = v v+ cky v — cky
2 Ra c? 2
2 ﬁ
+e(kV) H-_ (ko
;CZ (uRz2 + vRsy) c( ) cg ) }
avec
F=(kk, - 1)
—kg
Ry = —1?2-
_ k]_k?
Rsp = =
De méme on 5 -
2 ' \
(c ~o-nL oy, -1y oy
R kac ~kic 0
-1 _
R = R ki = (v - 1)u ckg—('y-—l)v ¥-1
31 2
_ ck1 + (v — 1)y cka + (v — 1)y -1
Rﬂl e (2”}’ ) ) — (e (27 ) 72 }




pid F=l 65 i
‘Ptot :[p(1+ 2 7RT) ] :CI(WJC)

Tt =+ L5 g gy
ta 2 4RT ’

n+l __
VT = Vinoy

=l e 9 <1 P
Pl =14+ = yior-vp L B, 71 g

B )Y/ (r=1) +p,‘2((1 ks l__l_qi.)v/(v—l))
¥ ot 2 4RT ot 2 4RT
or i 1 vy,
ot =T + — 9 52 :
Tt =T +6tm+(2cp +2Cp Um g A
ov
'Uan + (é?):lAt s Vmoy

Concernant Jes conditj
a droite de I'égalité.

(PM)

2 2
=-DPa+21L 8 iy I=L @ ot Opvp,

YRT ot

_ Tl O oy B, 41 g2 Y1) €= B, 8p
it o SRT o T+ SRT U+ et 2
r=1 g 1/(y~1) ¢\ Bpun,

142429 51/ —2__y YPY%m

Hl+ YRT) S (1+2C,,TH a1

-[1 + :’_‘_l.ig_)l/{v—n _i2_] 9pE

2 YRT 2C, T o

La condition 4 14 limite sur Ia température totale est plus simple 3 exprimer en fonctjon
des variables conservatives :

la paroi
™ vt 6p+ 1 dpw
At 5 B p Ot




=2 0 % 0
_ g
B -E ¢ =D (r-1)? 1
pPCy  pC, PR PR pC,
A41 A42 A43 A44

Les coefficients A;; et Rz-}l correspondent aux éléments des matrices définies en annexe (A.12).

Pour le second membre, on a:

( 0
'U':mp s
D 1 A 2
- Z‘E(T;tat == Tn - 5%_?)
Y=1 & v
\ At (-F;tot —-p(l o— ) )
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