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Des études de stabilité linéaires ont montré qu'un tourbillon de Lamb-Oseen 2D compressible refroidi au centre présentait des
modes instables bidimensionnels.

La Simultaion Numérique Directe (DNS) 2D d'un tel tourbillon a &té réalisée pour étudier I'évolution de ces instabilités au cours
du temps dans le régime non linéaire.

La simulation prédit correctement leur taux de croissance dans la phase linéaire. Le calcul montre ensuite que les perturbations
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D'autre part, la dynamique des instabilités étudiée est proche de celle obtenue dans le cas dinstabilitas plus classiques de type
Rayleigh Taylor.
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1 Introduction-

Le sillage généré par un avion est caractérisé par la présence de deux tourbillons in-
tenses, régis par les équations 3D instationnaires de Navier Stokes. Ces tourbillons sont
dus a I'écoulement de contournement de bout d’aile provenant des différences de pression
entre l'intrados et I’extrados de laile. Leur intensité augmente avec le poids de I'avion.
Ils sont visibles si les conditions sont favorables & la condensation ou si on observe l’en-
roulement des jets du moteur autour du ceeur du tourbillon. Ce sont eux qui définissent
les distances de sécurité & respecter entre deux avions au décollage et  I’atterrissage sur
les aéroports, de fagon & éviter qu'un avion ne rencontre le sillage d’un autre avion qui l'a
pécédé [10]. Les projets d’avions de plus en plus gros et I'augmentation du trafic aérien
nécessitent de mieux comprendre la physique de ces écoulements tourbillonnaires, en vue
d’un éventuel controle.

Il existe des études expérimentales qui ont permis de dégager au moins trois phases
bien distinctes de I'évolution des sillages tourbillonnaires derriére le passage d'un avion,
meéme si les sillages d’avion sont caractérisés par des nombres de Reynolds bien plus élevés
que ceux que l'on parvient & reproduire dans les expériences et les calculs. La premiére
phase correspond effectivement & 1’enroulement de la nappe de vorticité. Dans la seconde
phase, le tourbillon ainsi créé est axisymétrique et quasiment indépendant de la distance
avale. Le champ correspondant mesuré expérimentalement par Green, [10], présente un
profil qualitativement similaire & celui décrit par le modele de Lamb-Oseen [15], [25]
ou de Batchelor [2]. Il est possible de considérer qu'au dela de 10 envergures derritre
I'avion, la composante de vitesse axiale est négligeable. L ’approximation d’une distribution
tourbillonnaire purement azimutale est alors justifiée pour étudier les tourbillons de sillage
dans cette zone. La troisieme phase d’évolution des tourbillons correspond 'interaction de
la paire de tourbillons par diffusion visqueuse. Il peut en résulter deux types d’instabilités
décrites par Crow [8] et par Tsai et Widnall [28]. Ces instabilités, de nature elliptique,
ont également été étudiées trés en cétail par Sipp et al. [23]. La paire de tourbillon n’est
détruite au final que par les instabilités de Crow. Les instabilités de Widnall, de tres
courte longueur d’onde ne semblent pas contribuer de maniére significative 4 la dispersion
finale des deux tourbillons.

Les instabilités de Crow se développent sur un temps basé sur I'envergure de 'avion,
ce qui conférent aux tourbillons leur tres longue durée de vie [15]. Le tourbillon, lors de sa
création, peut étre le siége d’instabilités de cceur, puisqu’il conserve une partie de la turbu-
lence de I’écoulement amont. I] peut également interagir avec la turbulence externe des jets
moteurs ou du fluide environnant [29]. L’objectif est de mieux comprendre les phénomeénes
physiques mis en jeu dans la seconde phase d’enroulement, en vue d’un meilleur controle
de chaque tourbillon plus proche de 'avion pour réduire le temps nécessaire & leur dissi-
pation.

Le modele de tourbillon retenu pour cette étude est le tourbillon de Lamb-Oseen [10].
C’est une solution auto-similaire des équations de Navier-Stokes axisymétriques loin de la
zone d’enroulement. Il existe de nombreuses études théoriques concernant la stabilité des
tourbillons isolés en incompressible [1], [3], [9]. Leurs applications sont en effet nombreuses,
aussi bien concernant les tourbillons de sillage d’avion, que les tourbillons observés dans
I'hélium superfluide ou encore les filaments tourbillonaires des écoulements turbulents.
En général, on distingue les analyses visqueuses et les analyses réalisées en fluide parfait.
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L’hypothese de fluide parfait pose parfois plus de probleme qu’elle n’en résout en per-
mettant I’existence de solutions difficiles & interpréter. D. Sipp et al. ont défini un critére
général d’instabilité centrifuge des écoulements plans non visqueux incompressibles dans
un systéme en rotation [24]. Il se raméne au critére de Rayleigh dans le cas de tour-
billons axisymétriques en repére fixe. Ce critére se traduit par le fait qu’il peut exister
une instabilité centrifuge si la circulation I'(r) est non monotone. Concernant le modele
de Lamb-Oseen incompressible, D. Sipp a montré que la limite non visqueuse de tous les
modes propres sont des modes propres oscillants. Ces ondes représentent 1'équivalent des
ondes d’inertie qui existent dans un milieu en rotation uniforme. Elles se situent le long
du cceur du tourbillon et participent & la propagation des perturbations. D. Fabre, [10], a
elargi cette analyse de stabilité en tenant compte de la viscosité. I] en résulte que le tour-
billon bidimensionnel de Lamb-Oseen est stable. Mais dans le cas visqueux les ondes de
Kelvin sont de deux types: des modes propres réguliers neutres qui se propagent commes
les ondes inertielles, et des modes singuliers amortis par la viscosité.

Une étude de stabilité d’un tourbillon compressible de Lamb-Oseen chauffé ou re-

froidi au centre, réalisée au DAFE (18], [19], a montré qu'un réchauffement n’s aucun
effet destabilisant sur le tourbillon. En revanche, un refroidissement peut entrainer une
destabilisation des modes de grandes longueurs d’ondes et des modes 2D (k =0). Cest
alnsi que nous nous intéressons aux instabilités pouvant se développer dans un tourbillon
compressible 2D isolé refroidi au centre.
Nous nous plagons dans la zone du sillage ot la distance entre la paire de tourbillons, d,
est grande devant le rayon visqueux du tourbillon, a. Il s’agit d’analyser, & I'aide d’une
Simulation Numérique Directe (DNS), les phénomenes qui peuvent se produire dans
le sillage proche, bien avant le développement des instabilités coopératives capables de
dissiper le tourbillon.

La premiere partie récapitule les équations de Navier-Stokes compressibles en co-
ordonnées cylindriques. La méthode numeérique de résolution des équations est ensuite
présentée. Le cas test retenu pour la simulation 2D est décrit en détail dans la partie 5,
puis les résultats obtenus sont discutés en les comparant a ceux de I’analyse de stabilité
linéaire. Enfin nous concluons sur ce travail et sur les perspectives.
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2 Equations lues avec le code

DNS

Les équations de Navier-Stokes contenant les termes visqueux s’écrivent en coor-

données cartésiennes:

3}
P Y(pw)= 0

ot
%i%JrZ-(py@H)Jr@: V.o
dpE B 1 Gy
o T V((PE+p)w) = V.(ug+ 5 VD)

Dans les équations ci dessus, nous avons implicitement fait I’hypotheése que la conductivité
thermique du fluide est déduite de la visocisté & partir du nombre de Prandt] constant :

oT yR up OT

G = = S e——a e

dry; =1 Pr dg
Pour terminer, nous donnons les expressions des composantes du tenseur des contraintes :

o =2u(Vu® — —V.uT)

- 1 aui Buj 1 6’1.5;;
ou = 2G5+ 55, 3% 5,

Tous les opérateurs sont donnés en coordonnées cylindriques en annexe (A.1).

La résolution des équations est effectivement réalisée en coordonnées cartésiennes.
Néanmoins le probleme traite de I’évolution d’'un tourbillon, naturellement décrit dans le
systeme de coordonnées cylindriques. C’est ainsi que les quantités sont projetées sur le
systeme de coordonnées cylindriques r, 8, y pour 'analyse des résultats.

2.1 Adimensionnalisation des équations de Navier Stokes en co-
ordonnées cylindriques

Les quantités sont adimensionnées comme suit:

e~

r =Ly T Y=Ly t= iy
Uref
Ur = Uref U U= Uref Uy Uy = ref U

pP=pP T=TwT p=(pUff) D PE = (pUlf)PE 1= liools
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Les équations de Navier Stokes compressibles sans dimension font apparaitre le nombre
de Reynolds, le nombre de Prantdl et le nombre de Mach :

_ Poo Uref Lreg Pr— HCp - Ures

Moo Keo Coo

Re

Notons que la viscosité est rendue sans dimension en utilisant sa valeur définie a 7.,
notée fioo. Blle est évaluée via une loi de puissance, moins coiiteuse du point vu numérique
que la loi de Sutherland:

=
I
4,

De plus, la loi des gaz parfaits s’écrit adimensionnellement :

3|
I
2 “bi
vo| M|

L’opération d’adimensionnalisation est indépendante du systéme de coordonnées et elle
est détaillée en annexe en coordonnées cartésiennes. On s’attache ici & donner les équations
sans dimensions en coordonnées cylindriques. Pour ne pas confondre les variables sans
dimension et les variables moyennées, les variables sans dimension ne sont pas différenciées
dans les équations suivantes.

dp N Opur 1 0pug 1 Opuy _ pur
ot or r 08 oy P
dpu,  Opuyu, 1dpuyug  Opuyuy,  Op  puyu, 0oy | 100y
% T o Tr 58 oy T8  r Tor 'ro8
Ooyy | Oy
& dy g r
dpu,  Opuyu,  10purug  Opusuy,  Op  p(upus — uuy) | 9o
o T v a0 ey or - T ar rl
}_80}5 ao_‘ry + (Urr == 0'99)
r 00 dy r
Opug N Opugu, Eapugug u Opuguy @ l_@g . % pusug  O0pr }8099
ot ar r 08 oy rof r or r 0
1%y | o v
Ay "
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dpe O(pe+plu, 19(pe+plug I(pe+ p)uy, (pe + D)y = UyOyr = UpOpr
+ += + = - -
ot or T 00 oy s T T
Ugosr  OUyOyr  OUrO,,
T or or
Ougog, l@uyoyg lé?urarg
or r 06 r 06
10ugogy | Ouyoyy | Ourory
r 08 Oy Oy
6Ugopy 0 oT QL or
oy T e) T B
oy 8, pudT g oT
- 96'r ag) T 5y
avec ) "
= (y—1) Pr Re &2
et v Tt
_2p Yu+yu 1
Z™ Re 2 32'_1)
soif
2u Odu, 1 _op L0u, | Oup @ Ou,  Ouy
e ’Re( or E’V_'EI) = ﬁ;(r oo ar T o ’Re( Jy _c‘?—r_)
_2u 10up  u, 1 _p Oug  10u, 2p 0uy 1
700 = Re('r 00 " r 32&1) M = Re( dy r o ) ow 7?;’( oy 52@1)

2.2 Interpolation des quantités

Le triedre (z,y,2) est tel que (Oy) représente la direction axiale d’homogénéité. Cela

modifie I'orientation du repere local (r,6,y) et on a les relations:

e, =cosbe, +sinbe, e;=sinde, —coste,

Concernant la projection des vitesses:

U, = U, cost + Upsind U, = U, sinf — Uycost

avec

z=rcosl z=7 sinb



SANS MENTION
DE PROTECTION
3 Méthodes nunrériques

3.1 Discrétisation des termes convectifs et de diffusion

La discrétisation spatiale des équations est découplée de la discrétisation temporelle.
La discrétisation des termes convectifs est réalisée grace a un schéma compact d’ordre six
[16], et sous forme semi-conservative [4]. Ce type de discrétisation tente de se rapporcher
des méthodes dites pseudo-spectrales, ou les dérivées sont discrétisées en fonction de
I’ensemble des points du maillage [10], [12].

La direction (Oz) est prise comme direction de référence pour expliciter I'écriture
discréte des dérivées convectives.

Soit f une variable dont on souhaite évaluer la dérivée au point 7 & I'instant ¢, 7 variant
de 1l am;. Alors pour 3 <: < m; — 2:

_, firo— fio 1 Fepr— fi—la’

afi,+fi+tafi,=> ih R
1 14 1
h=%ip1—Ti1 a=g ¢=3 5:5
Et le schéma en ces points est d’ordre six.
Sinon, ensuite en t =2 et 1 =m; — 1, on a:
1 3
h:$i+1_$i—l GZZ (1.:5 b=20

Et le schéma en ces points est d’ordre quatre.
Enfin, en 7 = 1 et ¢ = mj, le schéma est d’ordre trois et on calcule:

2fa+0.5f3 —25
fi+opy = A2 200

, ; F2.8F = Bfi g — 05
fT??.l +2fm1—1 = - mh : f 2

Les coefficients étant & chaque fois obtenus en égalant les coefficients des développements
limités d’ordre successifs [16]. Le schéma numérique discret ainsi obtenu est représenté par
une matrice tridiagonale. Le probléeme est ensuite résolu par une méthode de décomposition
(LU). Pour conserver un ordre élevé de discrétisation, les gradient des quantitées calculées
sur les bords du domaine doivent étre suffisamment faibles. Le domaine de calcul doit donc
étre suffisamment grand.

Pour minimiser l'erreur d’aliasing, [4], [12], une formulation semi-conservative des
termes de convection est employée. On calcule:

0(pu,q) _ 1.0(pusq) = 9(puy) 0Oq
{ 8a:j +q 6rcj +'0u38$j}

81:3- 2
Pour la densité, on a:

O(pu;) _ 1.0(puy) | Ouy dp
(9$j a 2[ 6’33_7‘ paCCj +u‘18—a:j

10
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Pour que 'ordre élevé du Schéia Soit conserve, une discrétisation & 'ordre six a été

employée pour calculer les termes de diffusion. Les termes du type 52 M (':?f , © # j sont
T 417

discrétisés avec le méme type de schéma compact que les termes convectifs. Les termes

dissipatifs tels que 7 = 7 sont décomposer d’une qutre fagon pour éviter les oscillations:

9 af_a,u'aer 52 f
aSE,‘ a 6’:&- N Bzi aIi # 829:}-

3.2 Discrétisation des termes temporels

Les équations sont intégrées en temps par un schéma de Runge-Kutta a l'ordre trois
[12]. Symboliquement, on peut écrire les équations & résoudre comme:

of _
ot

Le schéma s’écrit alors:

H(f) = SMa(f) + SMy(f) + SM.(f)

fo=f"
fi=fo+m At Hy Ho= H(fo)
fo=fH+7AtH H =H(fi)+eH
fs=fat+ys At H  Hy = H(fy) + e2Hy
pH=g

Les coefficients sont tels que:

v =05 7 =0.9106 <3 =0.366 ¢ =—0.683 ¢ =1.33

3.3 Conditions aux limites

La condition d’homogéneéité dans la direction longitudinale s’écrit sur deux points:

f)=flme —1)  f(m2) = f(2)

Il faut donc un minimum de 5 points dans cette direction pour le calcul.

Sur les frontiéres transverses fluides, des conditions de non réflexion sont imposées (7],
[21], [27]. Elles permettent d’évacuer les ondes de pression qui arrivent sur les bords du
domaine de calcul.

On résout sur la frontiére x = cte, un systéme de la sorte:

ou ouU

ot U = [p,puug,ptiy,pu,pE]" et A, est est diagonalisable.
La méthode repose ensuite sur le calcul des variables caractéristiques dW; = ¥, dU.
Les vecteurs ¥; sont les vecteurs propres de la matrice A, associés aux valeurs propres:

/\1 = /\2 :As = U.’!’LI

11
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A " o
AL = U.T; T C

As=Unz —c¢

et
dW, = dp — cgdp
dWs = dU.ny
dW3 = dU.ny
dWy = dp + cpdU.n
dWs = dp — cpdU.n

Le vecteur n correspond a la normale extérieure a la frontiére. La base de vecteurs
(n1,n2) est une base du plan tangentiel a la frontiere considérée. c est la vitesse du son.

Dans un premier temps on utilise des conditions aux limites de Von Neumann (pente
nulle), ce qui permet de calculer les variations de dWW;. Une procédure de correction est
ensuite employée pour obtenit des conditions de non reflexion. Dans cette seconde phase,

on annule les variations temporelles de chaque caractéristique entrante:

On obtient au final les variations des variables sur les bords par:

dp — pn.+1 _ pn dlJ = Un.+1 -y dp — pn+1 _ pn



SANS MENTION

DE PROTECTION

4 Extraction iques

Nous allons décrire ici les méthodes de moyennage utilisées permettant d’obtenir les
quantités moyennes et fluctuantes.

4.1 Grandeurs moyennes

La notion de moyenne statistique nécessaire & 1’étude des écoulements turbulents re-
pose sur la notion de moyenne d’ensemble d’un grand nombre d’échantillons N. D’une
facon générale, on défini la moyenne d’ensemble d'une variable qui dépend du temps ¢ et
de ’espace z par:

<a>(tz)= lim {%Zai(t,m)}

Deux cas particuliers d’écoulements turbulents sont importants: le cas d’'un écoulement
stationnaire en moyenne et le cas d’un écoulement homogéne dans certaines directions de
I’espace. Dans le premier cas, les propriétés statistiques de I’écoulement sont indépendantes
du temps et dans le second cas elles sont indépendantes de la direction d’espace concernée.
Dans notre étude du tourbillon de Lamb Oseen refroidi au centre, (Oy) est une direction
d’homogénéité. Pour obtenir des grandeurs statistiques un moyennage dans cette direction
est donc réalisé & chaque pas de temps [22]. Comme le tourbillon est axisymétrique, les
quantités sont également moyennées selon # aprés une interpolation entre le plan (z,z) et
le plan (r,0). Le choix du nombre de points nécessaires selon @ pour réaliser la moyenne est
arbitraire et dans la présente simulation Ny = 100. Comme I’écoulement est compressible,
les moyennes utilisées sont plutdt les moyennes de Favre [11].

On obtient ainsi les quantités moyennes de I’écoulement étudié, qui ne dépendent plus
que de la variable r et du temps. En continu, pour une moyenne d’ensemble, on peut

écrire [15]:
1 27 Ly
= B(r.0.y.t
) 2 T Ly \/0 /0 (T? )y1 )
Soit en variable de Favre:

— 1 2 Ly
) e 0,y,t) @
=5 [ elrow) 80u)

Donc sur notre maillage :

D (r,t

J=Ny

gy(t,2,2) = ff\% Z (0 £)(t,2,,2)

Y

puis
=Ny

f(t,r) f\’e Z_: gy (t,7,6)

Les moyennes convergent beaucoup moins facilement lorsqu’on tend vers r = 0 puisqu'’il
y a de moins en moins de points selon 6.

13
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4.2 Grandeurs fluctuantes

Les quantités fluctuantes sont obtenues en faisant la différence entre la quantités ins-
tantannée et la quantité moyenne:

Ftr8y) = f(tr8y) — ftr)

Ainsi pour calculer les tensions de Reynolds, une fois obtenue la fluctuation f”(¢,r,0,y),
on réitere le processus de moyennage pour obtenir des quantités du type J?;’E(t,r). Lors de
I’analyse des résultats, il ne faudra néanmoins pas oublier que ’on a perdu les informations
non axisymétriques contenues dans les tensions turbulentes.

1 o
9y(t,x,2) = N > (o £ B (tay,2)
3=1
puis
=N,
f”h”tr =g Zgytrﬂg

14
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5 Tourbillon 2B—refrotdi-atr—eentre

L’analyse de stabilité linéaire d’un tourbillon de Lamb Oseen compressible, refroidi
au centre, [18], [19], a montré que les modes k = 0 pouvaient présenter des taux de crois-
sance positifs. Cette partie présente 1’évolution spatiale du tourbillon, obtenue par une
Simulation Numérique Directe 2D. Un champ de perturbations correspondant au mode
propre le plus amplifié, et issu du calcul de stabilité, est superposé aux champs de base
de la DNS pour initialiser les calculs.

L’écoulement est faiblement compressible, et le nombre de Mach est le méme que celui
de I'analyse de stabilité linéaire, M = 0.1. Le nombre de Reynolds vaut Re = 10*. Il est
assez élevé car on travaille en 2D.

5.1 Initialisation de I’écoulement

Le choix des champs initiaux repose sur les études réalisées en analyse de stabilité
linéaire. Nous imposons des champs & I'initalisation qui sont les plus proches possibles des
champs de base calculés en stabilité. Le modele de tourbillon retenu pour cette étude est
le tourbillon de Lamb-Oseen [26]. Ce modéle est caractérisé par une vitesse axiale nulle.
Les lois de vitesse azimutale et de vorticité axiale sont les suivantes:

2nr
T
_ L -
wp(r) —3¢
a Uz 00 U2
% = ——po % — p[] = poo - f po - (1)
T i " T

Lorsque la densité est constante, la solution analytique s’écrit:

i Po 4 (1 = eﬁ”)z . . - T‘2
pD(l'r):pOOf {72 (12[ n +2E3(77) —253(277)] n= E
: po I'?
D’autre part, po(r — 0) = peo — 57 g2 (2 In(2)).

Ce modele de Lamb Oseen est solution des équations d’Euler (avec un rayon visqueux
a constant) mais présente de plus la particularité d’étre une solution auto-similaire des
équations de Navier-Stokes instationnaires bidimensionnelles pour a*(t) = af + M

Dans le cas d’un fluide compressible, pour tenir compte de la compressibilité du ﬂuzde,
on impose soit la température, soit la densité. Cela permet ensuite de calculer le champ
initial de pression en intégrant I’équation (1). Le régime thermique qui correspond aux
conditions de I’écoulement dans un sillage d’avion est dit faible [19]. Dans ce cas I’évolution
de la température est régie par les conditions extérieures mais sans réel couplage entre la
dynamique et la thermique. Le paramétre s d’amplitude des variations de la densité, et
done de la température, est donc un petit parametre, petit devant 1.
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Nous avons choisi d’appliquer un profil initial qui représente un refroidissement au centre
du tourbillon:

2
b

po = po(l+seZ) s>0
Lorsque a = b, la solution analytique de la pression est obtenue facilement et vaut:
Po FQ[(l ~ g M)
8m2a?® n
s(—€e" + Ei(n)n + 2™ — 4Ei(2n)n — e~ + 3E4(3n)n) /1)

On retrouve la partie incompressible de ’expression, suivie des effets de compressibilité.
La limite lorsque r tend vers 0 vaut:

+ 2Ei(n) — 2Bi(2n)

po(r) = P

pT?

~ 553 (2In(2) — 45In(2) +3 5 In(3))

po(r = 0) = Poo
Pour d’autres valeurs du parameétre b, I’expression générale est difficile & utiliser. La
solution est calculée avec Maple pour chaque valeur de b étudiée.

Pour conclure, le profil de vitesse initial qui est imposé correspond a celui d’un tour-
billon de Lamb-Oseen incompressible. Ensuite les effets de compressibilité donné par la
distribution en densité py ne sont pris en compte qu’au travers du calcul des variables
thermodynamiques du fluide. Une fois obtenus les champs de pression et de température,
on peut initaliser Pénergie totale dans le domaine de calcul en projetant le profil de la
vitesse tangentielle dans chaque plan (z,z).

5.2 Quantités de référence utilisées dans la simulation

Les champs thermodynamiques ont pour référence les champs a I'infini ot le fluide est
pris au repos. L’expression de la vitesse tangentielle du modeéle de Lamb-Oseen montre
que la vitesse maximale n’est pas atteinte en a mais en 7. = 1.12 a. Dans les simula-
tions numériques, certains auteurs choisissent ainsi 7. comme longueur de référence et

comme vitesse de référence [13], [26]. Nous avons choisi L,.; = a comme

U, maz —
o 8.79 1,

longueur de réfénce, et contrairement & ce qui est fait en stabilité, la vitesse de référence
correspond & la vitesse maximum du tourbillon:

r

Ure = Uﬂomax = m

5.3 Solution initiale sans dimension

Les quantités initiales sans dimension s’écrivent donc:

Uy = 2 [ g7 ] Cq = 3,9‘43‘

zm' T

_—. ) =
7h :?2[1 — ™) C,=1.567
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p=1+tse ¥

A titre d’exemple, nous donnons 1’expression sans dimension de la pression lorsque a = b,
avec rappelons-le n =72:

1 1—em)? , ,
Bolr) = ;- a0 [P 4 2BiGr) - 25i(an)
s(—e" + Ei(n)n + 272" — 4Ei(2n)n — " + 3Ei(3n)n) /7]
CQ

Cg = 7‘2 ~ 1.23

La circulation sans dimension est donnée par la formule:
g-_C
Uref Lref

ou

C=2mxv Uplr)

Le profil de la vitesse tangentielle rendue sans dimension par la vitesse maximale est
présenté sur la figure (1). Le maximum de la vitesse tangentielle adimensionnelle est bien
égale a 'unité.

Les figures (2) a (5) représentent les profils initiaux de la pression, de densité, de la
quantité de mouvement selon (Oz) et selon (Oz) correspondant & un tourbillon de Lamb
Oseen 2D refroidit au centre. Les champs ne sont pas perturbés. Ils sont équivalents aux
champs de base calculés dans ’analyse de stabilité linéaire. La densité est maximale au
centre ol la température est la plus faible et le fluide plus lourd.

5.4 Perturbation de la solution initiale

Les perturbations calculées par ’analyse de stabilité linéaire sont de la forme [10]:

—~

(p' i upul,T') = A Real[(p,ly,0,,T)]exp(i(mb — wt)) (2)

avec
W=w,+10

La figure (6) représente le mode propre 2D le plus amplifié en vorticité d’un tourbillon
de Lamb-Osee compressible refroidit au centre, pour m = 3, b = 0.3 et s = 0.2. Elle cor-
respond au mode propre le plus amplifié compte tenu des parameétres choisis. Le choix
du mode m =3, b =0.3 et s = 0.2 est un bon compromis entre la discrétisation du pic
de densité et la valeur des taux de croissance des modes [18], [26]. Le taux de croissance
o décroit lorsque b croit. Pour b = 0.4, le mode le plus amplifié est le mode m = 2 avec
o = 0.12. Pour b = 0.3 et b = 0.2, le mode le plus amplifié est le mode m = 3 avec respec-
tivement o = 0.2042 et ¢ = 0.2504. On voit donc que le choix m =3, b= 0.3 et s = 0.2
permet de simuler une instabilité avec un bon taux de croissance.

La figure (7) représente le profil de vitesse du toubillon de Lamob-Oseen avec le profil
de densité pour les différentes valeurs de b. C’est principalement la pente du profil de
densité qui varie lorsque b varie.
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5.5 Domaine de calcul

Le domaine de calcul est rectangulaire. Toues les donnees définies ci-dessous sont
sans dimension. Le maillage est uniforme dans la direction axiale, repérée par 1'axe (Oy).
Dans chaque plan (z,z), le maillage est resserré au centre selon les deux directions pour
discrétiser correctement le cceur visqueux du tourbillon et capturer la plus petite échelle
de 'écoulement qui correspond & 1'échelle de Kolmogorov:

T 3 (1/4)
f—

M= TR T e

I, caractérisant les mouvements & grande échelle. Pour un nombre de Reynolds Re = 10000
et avec L = a, on obtient
ne~ 1073

En réalité, I’échelle de Kolmogorov n’est définie qu’en turbulence 3D, mais cela donne
un ordre de grandeur pour les calculs bidimensionnels. En se basant sur la simulation
numérique directe réalisée par C. Pantano et L. Jacquin [15], un calcul a été réalisé avec
un domaine allant de —30a & 30a avec 681 points dans chaque direction. Un plus petit
domain aurait entrainer des problemes de conditions aux limites au bord et la reflection
des ondes de pression sur la frontiere. Avee Zmin = —30 et Tmar = 30 les ondes de pression
sont corrertement évacuées et ne viennent pas perturber le tourbillon. Les gradient étant
concentrés au centre du domaine de calcul, I'ordre du schéma plus faible sur les frontieres
n’influe pas sur la solution obtenue au centre. Avec cette distribution de points, la valeur
minimum de ’échelle de Kolmogorov vaut n = 0.1 Az. Cette valeur est cohérente avec les
valeurs préconisées par Moin et Mahesh [20].

La distribution des points sur une ligne horizontale est précisée sur la figure (8). Nous

ne décrivons que la distribution des points selon (Oz) pour z > 0, la distribution selon
¢ < 0 s'obtenant par simple symétrie. Les points sont équidistants sur une distance de 3a,
puis le pas suit une expansion en tangente hyperbolique. Le pas d’espace entre les points
équidistants vaut Az = 0.01. Cest aussi le pas initial de la distribution hyperbolique, le
pas final vallant df = 0.088.
Clontrairement au cas incompressible, ou compressible & densité constante, [26], 11 y a deux
échelles différentes présentes dans le tourbillon de Lamb-Oseen refroidi. Il y a a, le rayon
du tourbillon, et il a b, distance sur laquelle la densité varie. Avec le maillage 681 x 681
il y a 30 points sur la plus petite échelle du probléme b [26].

La figure (9) représente le maillage obtenu dans le plan y = 0. La dimension longitudi-
nale vaut L, = 0.343, discrétisée par 8 points. Le pas d’espace est donc égal a Ay = 0.0435.
La taille du domaine dans la direction longitudinale a ainsi une longueur 100 fois plus
petite que les dimensions transverses, justifiant 1'utilisation d’un code écrit pour résoudre
les équations de Navier-Stokes 3D en quasi 2D.

La simulation est réalisée par rapport & un repere se déplacant avec la vitesse de
’avion Pavion. L’hypothése d’homogénéité dans cette direction implique que ’évolution
temporelle de I’écoulement selon y est une bonne représentation de son évolution spatiale.
Cela est vrai dans la mesure ol les gradients du champ de vitesse sont faibles sur la
longueur L, dans la zone o1 on peut approximer les tourbillons par une distribution de
Lamb-Oseen.
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0 10 20 30

Fi1G. 1 — Vitesse tangentielle du tourbillon sans dimension

Les résultats présentés dans la section suivante correspondent au maillage 681 x 8 x 681
points.
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F1G. 2 — Distribution initiale de la pression dans le tourbillon de Lamb Oseen refroidit en
son centre, profil non perturbé
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FiG. 3 — Distribution initiale de la densité dans un tourbillon refroidit au centre, profil
non pertubé
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FIG. 4 — Distribution initiale de la quantité de mouvement u, du tourbillon de Lamb
Oseen isotherme
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FIG. 5 — Distribution initiale de la quantité de mouvement u, du tourbillon de Lamb
Oseen refroidit au centre, non perturbé
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F1G. 6 — Distribution initiale de la perturbation en vorticité, mode m = 3
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FIG. 7 — Densité et vitesse du Lamb-QOseen pour différentes valeurs de b
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5.6 Comparaison‘des-résultats-aveetanalyse de stabilité linéaire

Les champs (p,pus,pu,,pE) sont initialisés avec les champs de base axisymétriques
correspondant au tourbillon de Lamb-Oseen, auxquels on a superposé les modes propres
bidimensionnels m = 3. On rappelle que le parametre s caractérisant la variation de den-
sité vaut s = 0.2 et que b = 0.3. Toutes les quantités et équations utilisées en stabilité
sont données en annexe. Toutes les relations reliant les variables utilisés dans les adimen-
sionnements y sont également précisées.

Le calcul a été meneé en superposant & la solution initiale des perturbations de 0.2% et
des perturbations de 2%. Ils ont également été réalisés sur deux maillages différents pour
tester la sensibilité des résultats au nombre de points sur le domaine de calcul.

5.6.1 Résultats obtenus pour une perturbation du champ de base de 2%

Le taux de croissance calculé numériquement est comparé aux résultats de la stabilité
linéaire, de méme que la periode de rotation. La mesure du taux de croissance n’est pas
réalisée & partir de ’énergie cinétique mais & partir du carré des fluctuations de den-
sité. En effet I'utilisation de I’énergie cinétique, [§], implique des erreurs supplémentaires
puisque cela entraine des projections des composantes de la vitesse sur le maillage po-
laire. D’autre part, comme ’écoulement est 2D, et qu’il y a peu de points dans la direction
d’homogénéité, une analyde en modes de Fourier est exclue [1F], [2§].

La figure (10) représente une moyenne du carré des fluctuations de densité sur toute
la boite de calcul en échelle logarithmique. Le taux de croissance du mode m = 3 le plus
amplifié pour s =0.2 et b= 0.3 vaut o = 0.2042. Le taux de croissance du carré des
fluctuations vaut donc 2 ¢ = 0.4084. On observe sur la figure (10) le trés bon accord entre
la droite de pente 0.4 et la pente du carré de la fluctuation de densité lors de la phase de
croissance linéaire du mode. L’énergie atteint ensuite un maximum autour de ¢ = 7 avant
de décroitre au cours du temps.

Les modes propres instables du tourbillon de Lamb-Oseen refroidi sont des modes os-

2
cillants [19], tels que w, ~ m =~ 3. La periode du mode considéré vaut ainsi T' = 2T Lo,

C’est effectivement ce qui est mesuré sur les courbes représentées figure (11) entre deux mi-
nimas. On obtient ainsi entre les deux premiers minimas: Tpyg = 3.1339 — 0.94 = 2.1939.
On retrouve également sur cette figure la croissance exponentielle des perturbations &
chaque passage au point z = 0,z = 0.289. On a ensuite entre le deusiéme et le troisieme
extremum la valeur: Tpys = 5.406 — 3.1339 = 2.2721. De méme pour deux suivants:
Tpns = 7.5216 — 5.406 = 2.1156. Ces valeurs sont en tres bon accord avec la théorie.
On observe également sur ces courbes la saturation du mode pour la perturbation initiale
de 2%.

L’évolution des perturbations de vorticité, w” au cours du temps, est représentée sur
les figures (12) & (24). Les maximas et les minimas sont fixés par les valeurs minimales et
maximales de w” sur la totalité du calcul. Les perturbations croissent au cours du temps
tout en tournant comme cela est prédit par la stabilité linéaire. La croissance est linéaire
et la forme des modes change peu jusqu’a t = 7. On observe ensuite une saturation des
modes et une redisposition spatiale des perturbations, qui se répercute sur les champs de
base. La dynamique des instabilités est trés proche de ce que I'on peut observer avec des
instabilités plus classiques de type Rayleigh-Taylor [5]. Les ilots de vorticité positive et

24



SANS MENTION

DE PROTECTION

lOOO T T T T T : : "4

| 2%
100 | 8e-5*exp (0.4048%*x)y” ——- ]
10 r ]
E o :
.S O . l = /’/’/' .;
3 ! :
Y 0.01 F ]
0.001 / —
0.0001 4 %

le-05 ' . . L ! ! ! I 1

F1G. 10 - Fluctuation en densité, moyennée sur la totalité de la boite en échelle log

négative, figure (15) sont expulsées du cceur pour étre ensuite étirés dans le champ de
vitesse azimutale du tourbillon de Lamb Oseen, figure (16). C’est ce que ’on observe &
nouveau figures (18) a (21) lorsque les trois bras de vorticité ont tendance & s’éloigner du
ceeur avant d’étre étirés dans le champ de vitesse azimutale. Cela complexifie la structure
du mode au cours du temps. Cependant, on peut remarquer que le mode & ¢ = 34, figure
(24), a conservé la méme symétrie m = 3 que le mode initial.

L’instabilité se crée et croit aux dépends du champ de base. L’évolution du champ
de base p(r) en fonction du temps est représenté sur la figure (25). On peut observer le
'pompage’ du champ de base par l'instabilité. Le champ de vitesse vy(r) est représenté
sur la figure (26). Toutes les courbes coincident & partir de » = 1.5. Par contre on peut
observer la variation lente du profil au cours du temps pour r < 1. Enfin la courbe figure
(27) qui représente la circulation totale au cours du temps indique que toutes les courbes
sont confondues pour r < 1 et qu’il n'y a pas d’overshoot {1;2% .
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Fi1a. 19 — Fluctuations de vorticité ¢ t = 21.938
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Fi1c. 20 — Fluctuations de vorticité ¢ t = 23.5
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Fic. 21 - Fluctuations de vorticité ¢ t = 25
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Fi1G. 23 — Fluctuations de vorticité a t = 28.2
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Fic. 25 — Variation de la densité moyenne selon r, au cours du temps
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F1G. 26 — Variation de la vitesse angulaire selon r, pour 0 <t < 34
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5.6.2 Comparaison des résultats en perturbant la solution intiale & 0.2% et a

2%

Nous comparons maintenant les résultats obtenus en superposant deux perturbations
d’amplitude différente, 2% et 0.2% & la solution initiale.

La figure (28) représente la fluctuation de densité en en z =10 et z = 0.289 pour
les deux perturbations imposées. On retrouve qu’netre deux passage la période vaut:
Tpns = 3.1339 — 0.94 = 2.1939. On retrouve également sur cette figure la croissance ex-
ponentielle des perturbations & chaque passage. On a ensuite entre le deugiéme et le
troisieme extremum la valeur: Tpys = 5.406 — 3.1339 = 2.2721. De méme pour les deux
suivants: Tpys = 7.5216 — 5.406 = 2.1156. Seule les amplitudes différentes et une satu-
ration plus rapide de ’écoulement le plus perturbé différencient les courbes obtenues. La
figure (29) présente ainsi les deux signaux mais en ayant décalé le plus faible en amplitude
de At = —9. On peut ainsi observer que ’on passe continiment d’un signal & I'autre &
t = 0. Ceci s’explique par le fait qu’on applique une perturbation qui n’a pas la méme
amplitude mais qui a la méme phase. Ce type de courbe, [14] caractérise une saturation
du mode aprés une croissance linéaire, visible a travers ’enveloppe globale du signal.

La figure (30) représente 1’évolution de la perturbation en densité au carré, en fonction
du temps, sur une échelle logarithmique, pour Ap’ = 0.2% et Ap' = 2%. Le signal corres-
pondant & Ap' = 0.2% a de méme été décalé de At = —9. On peut observer le passage
d’une courbe & une autre avec la méme pente en 20 = 0.4084 autour de ¢t = 0. Le signal
initialement de plus faible amplitude rejoint ensuite la courbe caractérisée par Ap' = 2%.
A partir de t = 7, on observe également la saturation du mode, avant la décroissance lente
des fluctuations.

En revanche, la courbe pour laquelle les perturbations sont de 0.2% pour ¢t < 0, n’a
pas exactement la bonne pente mais il est probable que ceci soit dii aux erreurs de
discrétisation.

Les figures (31) et (32) et (33) représentent les fluctuations de vorticité sur la boite
de calcul & différents instants pour une perturbation initiale de 0.2%. On peut observer,
en les comparant aux champs obtenus pour une perturbation de 2% que la phase linéaire
est plus longue. Comme cela a déja été mis en évidence sur les précédentes courbes, la
structure du champ pour ¢ = 21.938 figure (32) est plus proche de la structure du champ
figure (16) correspondant & t = 14.88, que celle du champ figure (19) correspondant &
t = 21.938. Ceci reste vrai au cours du temps, si 'on observe par exemple la figure (33)
a t = 26. D'un point de vue global, la dynamique reste identique & ce qui a été observé
avec une plus forte amplitude de perturbation. On peut notamment encore le voir en
comparant la figure (34) a la figure (18).

5.6.3 Sensibilité des résultats au maillage

Un calcul a été réalisé avec 281 x 8 x 281 points, pour tester la sensibilité des résultats
au maillage. Le pas d’espace initial, dans la zone ou les points sont équidistants, vaut
Az = 0.025. Les points sont équidistants sur une longueur de 3a puis la distribution est
en tangente hyperbolique. Le pas d’espace initial vaut di = 0.025 et le pas d’espace final
vaut df = 0.214. Le domaine de calcul ainsi obtenu est représenté sur la figure (35). Il y
a ainsi 12 points sur la plus petit distance du probleme b.

Une perturbation m = 3 d’amplitude de 0.2% est superposée au champ initial.
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2.90769

Fi1G. 34 - Perturbations en vorticité a t = 31.4

Les résultats obtenus sur la fluctuation de densité en z = 0.289 au cours du temps
sont comparés aux résultats obtenus sur le maillage 681 x 681, figure (36). On observe un
treés bon accord entre les deux courbes.

La figure (37) représente la fluctuation de la densité au carré selon le temps sur une
échelle logarithmique calulée sur les deux maillages pour une méme perturbation. A nou-
veau les résultats sont présentés avec un décalage en temps de At = —9 pour pouvoir les
comparer au calcul perturbé & 2%. On peut observer une légere fluctuation du signal sur
le maillage le plus grossier pour ¢ < 0. Tant que les perturbations sont faibles, elles sont
moins bien évaluées sur le maillage 281 x 281. Ensuite leur intensité devient supérieure aux
erreurs de discrétisation et I'on retrouve les mémes résultats que sur le maillage 681 x 681.
Les courbes se superposent autour de ¢ = 0. La figure (38) présente la fluctuation de la
densité au carré selon le temps sur une échelle logarithmique pour les trois calculs. On
oserve une décroissance légérement plus rapide des perturbations initialisées & 0.2% qu’a
2%.

Enfin la figure (39) représente le champ des fluctuations de vorticité & ¢ = 31.4 et I’on
observe la méme dynamique que sur le maillage raffiné, méme si le signal est légérement
plus bruité que sur la figure (34).
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FiG. 38 — Fluctuation en densité moyennée sur la totalité de la boite
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6 Conclusion

La simulation directe 2D d’un tourbillon compressible a été entreprise pour analyser la
structure et la croissnace des instabilités pouvant se développer en son cceur, les résultats
étant comparés a ceux de la stabilité linéaire.

La simulation a été réalisée avec un code d’une grande précision, utilisant un schéma
compact d’ordre six en espace et un schéma d’ordre trois en temps. Aprés une rapide
présentation des équations de Navier-Stokes en coordonnées cylindriques, les méthodes de
résolution numériques ont été présentées avec les conditions aux limites associées. Nous
avons également détaillé Iobtention des quantités moyennes et fluctuantes. L’initialisa-
tion du calcul par le profil du tourbillon de Lamb-Oseen auquel on a superposé un mode
instable m = 3 a également été présentée avant de décrire le domaine de calcul.

Les résultats montrent, d’un point de vue global, que I'instabilité croit au cours du
temps et au détriment du champ de base, avant de saturer, d’autant plus rapidement que '
les perturbations initiales sont importantes. Le taux de croissance calculé numériquement
dans la phase linéaire de croissance des perturbations est, d’autre part, en tres bon ac-
cord avec la valeur théorique prédite par la théorie de la stabilité linéaire. Nous avons
également montré que les résultats, aux temps longs, étaient stables vis a vis du niveau
initial de perturbations, et du maillage utilisé dans la simulation.

Dans la phase non linéaire du calcul, on peut observer plusieurs étapes. Les filaments
de vorticité sont expulsés du cceur par la force centrifuge, puis ils sont étirés dans le
champ azimutal de vitesse du Lamb Oseen. Les bras les plus extérieurs sont a nouveau
expulsés radialement un peu plus loin puis étirés & nouveau et ainsi de suite. On obtient
au final une structure assez complexe des instabilités secondaires au cceur du tourbillon,
structure qui semble néanmoins garder la symétrie initiale m = 3 du mode injecté.

Ce travail doit se poursuivre par la simulation numérique directe d’un tourbillon de
Lamb Oseen refroidi au centre en 3D pour analyser les interactions et la structure tridi-
mensionnelle des modes étudiés en 2D. Il s’agit de déterminer si de telles perturbations
peuvent entrainer une dissipation rapide du tourbillon de Lamb Oseen par destruction de
la structure du coeur grace a la présence des instabilités.

A plus long terme, une étude d’un tourbillon chauffé annulairement est également
envisagée. Elle correspond physiquement & la phase d’enroulement des jets des moteurs de
’avion autour du tourbillon. D’autres études ont montré une interaction forte entre les jets
et le cceur, [12], et cela pourrait constituer un autre moyen pour controler I’évolution des
tourbillons de sillage derriére I'avion, bien avant I’apparition des instabilités coopératives

de Crow.
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A Annexe: Opérations—en—coordoennées cylindriques

A.1 Opérateurs différentiels en coordonnées cylindriques

La transformation de la dérivée particulaire d'une fonction scalaire f(r,8,y,t) des co-
ordonnées cartésiennes aux coordonnées cylindriques s’écrit (5]:

i _of u3f+ug3f+ of
ot ar T a8 "oy

Gradient Bf i af
Y=ot o0 5+5‘ey
Divergence
i +&+ LOug | Ouy
-~  Or r o8 | By
Laplacien

1 8 a 1 52 52

8% f 1af 1 8f 8%
M =Vi=gat ot T o

Laplacien d'un vecteur
Au=A0ue+Dptiep+ADyuegy

g .18 1 8%u, 2 Jug Bur
b= Corrv )t mom ~ag
0,10 1 62%&9 2 3u,, 3 Ug
Aow=5 (o ru) * 55 T me
10 1 8%, = O%u,
A= 05 ru) t agm t
et
O 100 up Ou] O 110w Dup w1 Ou O’
or r 06 r Oy or 2'r 08 or T 2" Oy or
| Oug 10ug | ur Oug s 10ug u, 1,0up 10u,
Vu=13" a0 T oy | LT " 90 2y 750
auy 104 Dby By
| dr T 06 oy | i oy ]
et

0A, 104, 04, Ay,
Br r o8 By T

. 8Arr laArﬁ’ aAry (Arr - AGH)
Ar="3-% r8 Ta
0Asy 104 0Ag 2 Ay
o Trol Ty ¥

V. (é)y =
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A.2 Equations d’Euler en coordonnées cylindriques

Les équations d’Euler peuvent s’écrire a 'aide de l'opérateur divergence V. et de
I’opérateur gradient V :

0
; gp +V.(pu)= 0
% +V.(u®u)+Vp= 0
' 8pE
| O + V(B +pw) = 0
ot
r Lorsqu’on développe on obtient:
f Op Opuy  Opu, 10pug  pu,
5t+8y+5‘r +T‘897_T
dpuy  Opuyu, 10puyug = Opuyu, Op  puyu,
ot T or +’J" a0 ¥ dy +3y_ T
Bpu,  Opuru,  10purug  Opuruy,  Op  p(ugue — uyu,)
o  or r o8 ' oy o r
Opug  Opugu, 10pugug Opugu, 10p PlrUg
- X 9
at + or +7‘ o0 oy +T66‘ T
OpE  O(pE +p)uy, O(pE+p)u, 10(pE+pusg  (pE+p)u,
+ + += = 2 L0
ot oy or r of r

On donne I’équation équivalente en température dont 'obtention est détaillée dans le
paragraphe ci dessous:

oT T | e or oT Ou,  10(r uy) i 1 Ouyg

A turg, T e Tt G i i) = O

A.3 Equation de la température obtenue a partir de I’équation
de I’énergie dans les équations d’Euler

On donne ici le calcul détaillé pour obtenir ’équation de I’énergie totale équivalente
en température.

dpic, T lapui lapug 13pu§+8pchuy+8pévTur+l8pchua

ot 2 ot 2 ot 2 Ot dy or T a0
10p (uf + Ug + U )y . 19p (u? + uj + ul)u, N 19p (u? + uf + ul)u
2 Ay 2 or 2r 08
Ip uy " op u, Jriapug N pcy, T u, N p(u? 4+ uj + ul)u, _ &
Ay or T 0f T 2r
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dpec, 1" 1 Opuyur %apuyua . 0puy Uy " op puf,ur 1 Oy

o T3 W T T e Yoy Way T ) T3y
i Opugu,  ug Opugug dpuguy,  ug Op pusus. 1 Oug
ot et o S 2 9 SO i
+2( e r of e oy r 06 ¥ )+ 5 ot
1 Jpupt, U Opu,rtg OpUs Uy p  p (udu, —ud) 1 Ju pu
+§(_UT or r 00 " dy Y or * r )+ gt ot * T
+(3p & T Uy opcy, T u, 3 10pc, T ug l@p(uf + uj + ul)uy : 10p(u? + uj + ul)u,
dy or r 00 2 oy 2 or
2 4 24 2
iap(uf + uj +ud)ug L PG T % : p(u? + uj +ul)u, i dpuy » Opu, I 10pug _
2r oo r 2r Ay or r 90

pe T pu 1 Oy, puud 1 Ouy  p (udu, —ud)
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N
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par leurs expression on arrive a la formule:

.

=t

ot

En remplagant alors

chvT+6pchuy+8pcﬂTur+18pchug+ (Buy ou, 1au9)

Bt By ar T oy or "7 o8
pcTu pu. 1  0Op Op ugdp, 1, Op Op | upOp
* T * T +2(uy5‘y U ar d T 89) 2( Yoy Y ar * T 89)
u? u, _¥U _
2r 2r
d’ou
ar dpu, Opu, ¢y, T Opug pcy T uy
e — e T _ _
Olugy & T dy “ r 00 T
) g, T s Oty 16(7" Ur) laue B
+div(pc, T) + . + p( By +r 5 . 39)* 0

Soit au final :

aT B_T Ug G_T oT Ou, 19(r u,) N 1 Ouyg

gt t ot TP gt 5 Trae)= O

A.4 Equations d’Euler sans dimension

Les équations sont rendues sans dimension pour réaliser I’étude de stabilité linéaire en
non visqueux.

On note respectivement puo, Poo, Too €t Coo, la densité, la pression, la température et la
vitesse du son de référence. Ces quantités correspondent & un écoulement uniforme non

perturbé. En particulier on a ¢y = 2

oo
On note L,.s la longueur de référence (qui sera en fait le rayon visqueux du tourbillon
, U,
a). Le nombre de Mach sera noté € = ~EF
Coo

L’échelle de temps utilisée n’est pas basée sur la vitesse du son mais sur la vitesse

convective. Si on travaillait sur une autre échelle de temps, les phénomeénes observés
Lref

Ex E
On obtient ainsi en coordonnées cylindriques:

seraient tres différents. Ainsi, t,.; =
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poocm( p aﬁu—y+6ﬁu—r+1%w) _ PoCx PUr
ref afi ay or T o9 Lref F
Poo Coo (Ea_uy 9p Uy Uy laﬁu_y%+aﬁu_yﬂ—y+l@): pooc P Uy Ur
Lyes ot oF F o0 oy v 87 Lyes T
Poo Coo (gé‘pur BT  10p% Uy  0purty 107 _ poo o P (0" —T°)
Ly = O o7 T o0 a7 YOF Ly T
it 0T | O | 1 9P v0 s 0Py | 1 OBy o el P T
Liss ot or 7 06 oy Y708 Liet F

TpooToocoo( 1 5 (e 8T+UBT+U_93T+U_@)
Ly (7D or Toe oy

Ou, 10(Fu;) 10ug

PG tie Tree) O

On peut réécrire les équations sous la forme non conservative, en enlevant les barres
au dessus des variables pour ne pas les confondre avec les variables moyennées:

LT N BT
N T N
p(s%—l—ur%—i—%ﬂ%—i—uy%—%)ﬁLigf 0
P(E%tf+ur%§+%%%+uy%+urTu9) 71—1"%— 0

e B 2 D 0 1
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A.5 Relations entretaDNS;tecode destabilité non visqueux
et le code de stabilité KANACOMP

A.5.1 Expression des caractéristiques physiques du tourbillon de Lamb Oseen
incompressible sans dimension dans 1’étude de stabilité non visqueuse

Nous rappelons ici les équations de Navier Stokes satisfaites par une distribution tour-
billonnaire purement azimutale pour définir les quantités nécessaire & la description des
tourbillons. En toute généralité, un tourbillon axisymétrique se caractérise par une loi de
vitesse azimutale Uy, (r) et par une loi de vitesse axiale Uy(r),- Si on note U, la vitesse de
croisiere de l'avion, on peut décomposer Uy, = U, + Uy1,. Un tourbillon axisymétrique
vérifie les équations de Navier Stokes:

Uh o, 195

T Po 3?"

aUgo ﬁi laTUBD
ot poOr'r Or
aUylo _ 4 apO
wo- matt

)

#1lso T.aUylo)
porOr: Or

11 faut souligner qu’un couple de fonctions Up, (r) et Uy, (r) arbitraires définit toujours une
solution stationnaire des équations incompressibles d’Euler bidimensionnelles. Par contre,
du fait des conditions aux limites lim, (27T Us, (r)) =T, il n’existe pas de solution
stationnaire des équations de Navier Stokes bidimensionnelles.

Le modele de tourbillon axisymétrique de Lamb Oseen sans vitesse axiale, est solution
des équations d’Euler (avec un rayon visqueux a constant) mais présente de plus la parti-
cularité d’étre une solution auto-similaire des équations de Navier-Stokes instationnaires

4t
bidimensionnelles pour a*(t) = ag + ko ke

En utilisant les quantités de référence de I'étude de stabilité non visqueuse (cf paragraphe
B.3) et en prenant un champ de densité constant par exmple, les champs initiaux s’écrivent

sans dimension: ]
ﬁg; :%[1 — 6(‘F2)]

1.(1— -2 2
L= i) - 2eion) 0=

A.5.2 Correspondance entre les quantités de référence

Les correspondances entre les quantités utilisées dans la DNS et dans la stabilite
linéaire sont présentées sous forme de tableau. On rappelle que Cy = 1.567. On a également
exprimé les grandeurs réelles importantes en fonction du nombre de Reynolds, du nombre
de Mach et des grandeurs & 'infini:
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Parametres de référence DNS Stabilité non visqueuse | Stabilité générale
Longueur Leef =0 ref = Li=a
I I T
Vit Ve = g—n— ef = e =
1tesse ef 27’{'020, ref 27T a ref 27 a
I T I
Circulat; Crer = U e T no_
irculation ef B 02 ref 2 ref 2
T T Ik
Nombre de Mach E=———r g = =
o 27 Cyaceo P o/ 2T aCe
: 27 Cya® . 2 a " 27 a’
Temps (convectif) iy = —T tres = T tref = S
Fréquence w L w, - i L
requen FEp—= = w —
4 $ 7 97 Cy a2 ref T 9 a2 ref T 91 g2
. T
Pression Dref = pw(m)z P;ef = Pec p:’ef = P
Densité Pref = Poo P;»ef = Peo p::ef = P
Température Trer = T Tre; =T Tres = Teo
Viscosité Eref = Moo Hre f= Moo #fef = Moo
T T
Nombre de Reynolds Bge - Fo- o0 Mges T8
27 Cy floo 27 peo

TAB. 1 — Correspondance entre les quantités de référence
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Grandeurs Relations
Longueur Py =
_ B ev  wm
Vitesse G =0 =
Circulation % =C=C
Nombre de Mach Che=¢e=¢"
Temps (convectif) Cot=t =1
Fréquence —(L;—Q = =
Pression YeEEp=p=7"
Densité T=T =0
Température T=T=T
Viscosité Besy ey
Nombre de Reynolds | C; Re = Re'
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Parametres de référence DNS Stabilité non visqueuse | Stabilité générale
Re I 1 et
Longueur r = oo 5 ~=7 S, i T
YPso € 27 oo € YPo €
Vitesse U = Coo €U co €U co &' U
Circulation C = aceo €U ace € U ac €' U
Temps t = oo Reo S _Heo  Re "
¥ Yoo Gy 6 2 el 8% Vs s, E™
2 9 ml
Fréquence w = TP %n 2 o Gl gt o ¥ Poo Coo & it
flog: R r Py R
Pression p = Poo Coo €7D P P B
Densité p = Poc P Do I Box B
Température T = Tie T B T o
Viscosité pu = o TR poo I Lo B
Relation GPp=pr T | ~ve2p=pT 0 ' =7T

TAB. 3 — Grandeurs réelles
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