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Résumé

Les méthodes de réduction de variance multi-fidélités pour l’estimation statistique
sont utilisées dans de plus en plus de domaines comme une amélioration par rapport
à la méthode Monte Carlo. Dans leur forme originale, elles sont conccues pour
estimer des paramètres statistiques scalaires. Cependant, dans certaines applications,
par exemple en géosciences, les quantités d’intérêt dont on souhaite estimer les
paramètres statistiques peuvent être des vecteurs ou des champs aléatoires. Dans
le cas d’un vecteur aléatoire représentant un champ aléatoire discrétisé, l’utilisation
d’un estimateur multi-fidélité n’est pas triviale, notamment si les entrées et sorties
des différents modèles n’ont pas les mêmes dimensions sur les différents niveaux
de fidélité. Des opérateurs de transfert entre les différents niveaux doivent alors
être introduits. Cette thèse porte sur l’adaptation de l’estimateur Monte Carlo multi-
niveaux (MLMC) à l’estimation de champs discrétisés en géosciences et sur l’analyse
des opérateurs de transfert, permettant le choix d’opérateurs qui réduisent la variance
du MLMC.

Afin de mieux comprendre l’effet des opérateurs de transfert, une analyse spec-
trale de l’estimateur MLMC est proposée. Des expériences numériques sur des pro-
blèmes simplifiés ont mis en évidence que le MLMC détériore l’estimation des com-
posantes hautes fréquences d’un champ discrétisé comparé à un simple estimateur
Monte Carlo. Une analyse théorique portant sur une classe de problèmes spécifique,
similaire aux analyses développées pour les méthodes multigrilles, a permis une
meilleure compréhension des disparités dans l’estimation, par MLMC, des diffé-
rentes composantes d’un champ discrétisé. Ces différents résultats nous ont conduit
à modifier les opérateurs de transfert utilisés afin d’y ajouter une étape de filtrage
inspirée des méthodes multigrilles. L’ajout de filtres permet d’améliorer l’estimation
des composantes hautes et basses fréquences, réduisant ainsi la variance totale de
l’estimateur.

L’utilisation de méthodes de type multilevel best linear unbiased estimator (ML-
BLUE) a permis de mieux choisir les opérateurs de transfert et les filtres en vue de
réduire la variance de l’estimateur. Ces différentes améliorations ont été appliquées à
l’estimation de la variance d’un champ discrétisé obtenu par application d’un opéra-
teur de covariance basé sur la diffusion. Les expériences numériques ont pu confirmer
les résultats théoriques sur un problème plus complexe et mettre en évidence les
améliorations apportées par rapport à un simple MLMC.

Cette recherche contribue à élargir les applications du MLMC à d’autres domaines,
notamment les géosciences, et offre une meilleure compréhension de la méthode grâce
aux liens tissés avec les méthodes multigrilles. Elle permet également d’améliorer
l’estimateur MLMC en soulignant l’importance du choix des opérateurs de transfert.
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Chapitre 1

Introduction

L’utilisation de simulateurs numériques pour modéliser un phénomène physique
est omniprésente dans de nombreux domaines depuis déjà plusieurs décennies. La
modélisation mathématique et numérique d’un système physique peut permettre
de simuler son comportement afin de mieux l’étudier ou de prédire sa réponse à
une situation précise. L’accès à une puissance de calcul de plus en plus importante
a permis de faire évoluer ces simulateurs pour les rendre plus complets et précis.
Cependant, des erreurs sur certains paramètres, certaines observations ou simplement
la sensibilité du problème considéré peuvent aboutir à des comportements du modèle
très éloignés de la réalité. Une manière de prendre en compte de telles erreurs est de
modéliser les entrées par des variables aléatoires et de chercher, ensuite, à estimer
des paramètres statistiques associés aux sorties du simulateur. La méthode Monte
Carlo [9, 61, 44], de par sa simplicité et sa flexibilité, est l’une des plus populaire pour
l’estimation statistique. Cette méthode se repose sur la génération d’un ensemble de
réponses du simulateur considéré afin de pouvoir estimer les statistiques voulues. La
complexité des simulateurs numériques peut alors devenir un inconvénient pour de
telles méthodes, leur coût de calcul élevé empêchant la génération d’un ensemble trop
grand et limitant donc fortement la précision des estimations. Un exemple important
est celui des géosciences où la complexité des phénomènes physiques modélisés peut
requérir de nombreuses heures de calculs pour une simple application du modèle.
Il est ainsi possible en météorologie ou en océanographie de devoir se limiter à des
ensembles de seulement quelques dizaines de membres pour estimer une quantité
d’intérêt telle qu’une moyenne ou une matrice de covariance d’erreur, ce qui implique
une importante erreur d’estimation.

Les méthodes multi-fidélités [57] cherchent à combiner le coût de calcul faible
d’un simulateur peu complexe avec la précision d’un simulateur plus complet pour
obtenir une estimation de meilleure qualité. Ces méthodes ont apporté de nombreuses
améliorations dans différents domaines et notamment pour l’estimation statistique où
elles peuvent permettre de considérer des ensembles de réponses plus grands en uti-
lisant des modèles basse fidélité. Il existe de nombreuses manières de construire des
simulateurs basse fidélité ; les modèles de substitution (également appelés métamo-
dèles, proxys, ou encore surfaces de réponse), par exemple, approchent les relations
entre les entrées et sorties d’un modèle avec une représentation fonctionnelle. Les
réseaux de neurones [68] en sont un bon exemple mais les polynômes du chaos [42,
47, 53, 77] ou les processus gaussiens [59, 60] sont aussi couramment utilisés. Une
autre manière permettant de construire des simulateurs de basse fidélité est d’utiliser
des discrétisations plus grossières de l’espace ou du temps. De tels modèles ont été
fortement étudiés pour leurs utilisations dans les méthodes multigrilles [7, 69, 30]
mais ils peuvent être utilisés dans de nombreux autres contextes. Ces simulateurs
sont particulièrement bien adaptés à des applications en géosciences qui reposent
souvent sur la résolution d’équations aux dérivées partielles par discrétisation de
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l’espace ou du temps.
En fonction de la collection de modèles de différentes fidélités accessibles, il existe

de nombreuses méthodes multi-fidélités pour l’estimation statistique. Les variables de
contrôle (CV) [40, 41, 54, 43], par exemple, combinent le simulateur haute fidélité avec
un ou plusieurs simulateurs basse fidélité dont l’espérance est connue. Les méthodes
Monte Carlo multi-fidélité (MFMC) [55, 22] utilisent des estimations Monte Carlo
[61, 44] sur des modèles de différentes fidélités afin de réduire l’erreur quadratique
moyenne (mean square error ou MSE) d’un simple estimateur Monte Carlo. Parmi les
méthodes multi-fidélités on distingue la sous-classe des méthodes multi-niveaux qui
supposent l’accès à un ratio précision / coût pour chacun des modèles considérés. La
connaissance d’un tel ratio permet de hiérarchiser précisément les différents modèles,
ce qui n’est pas forcément le cas de toutes les méthodes multi-fidélités. La construction
de modèles de basse fidélité par grilles de différentes résolutions est un exemple
courant permettant d’appliquer ces méthodes multi-niveaux. On citera, par exemple,
le filtre de Kalman d’ensemble multi-niveaux [34, 11] qui est utilisé dans les étapes
d’assimilation de données [10], courantes en géosciences. Les méthodes Monte Carlo
multi-niveaux [32, 24, 23] sont parmi les plus populaires depuis quelques années et
utilisent des niveaux hiérarchisés pour estimer la quantité d’intérêt à l’aide du modèle
le moins coûteux, puis corrigent successivement cette estimation à l’aide des modèles
plus précis. Dans certains cas spécifiques profitant bien à différentes méthodes, il est
possible de combiner les dites méthodes afin de profiter des avantages de chacune
comme avec les variables de contrôle multi-niveaux [22, 1] ou le quasi-Monte Carlo
multi-niveaux [26]. Plus récemment, l’introduction du meilleur estimateur linéaire
non-biaisé multi-niveaux (MLBLUE) [63, 62, 14, 18] permet une généralisation de
différents estimateurs et notamment du MLMC en combinant les différents niveaux
de manière optimale pour minimiser la variance. Parmi ces différentes méthodes, le
MLMC est particulièrement adapté pour des applications en géosciences où l’on a
accès à une collection de simulateurs basés sur des grilles de différentes fidélités et
c’est donc la méthode étudiée dans ce manuscrit.

L’estimateur MLMC, introduit par Heinrich en 1998 [31, 32], a été fortement
popularisé par Giles une dizaine d’années plus tard [24, 23]. Il permet d’obtenir
une estimation de l’espérance d’une quantité d’intérêt avec la même MSE qu’un
estimateur MC mais pour un coût de calcul plus faible. Il appartient à la catégorie
des techniques de réduction de variance, c’est-à-dire qu’il permet de réduire la va-
riance d’un estimateur sans détériorer son biais comparé à un simple estimateur MC.
D’abord utilisé pour résoudre des équations aux dérivées partielles et des équations
différentielles stochastiques [12, 67, 13], des preuves de convergence pour l’estimation
de moments statistiques d’ordre arbitraire [3, 4] et de mesures de sensibilité [52] per-
mettent d’élargir ses cas d’application. Plusieurs travaux ont également permis son
utilisation pour des quantités appartenant à des espaces de Hilbert [3] et de Banach
[38, 37]. Des études sur la combinaison des méthodes multigrilles avec l’estimateur
MLMC [39] tirent profit de la collection de modèles utilisés qui convient aux deux
méthodes pour des gains supplémentaires au sein de certaines applications. Ces
extensions permettent donc d’utiliser le MLMC dans des domaines divers avec, de
manière non-exhaustive, des applications en finance [24, 25], au transport de fluides
[19], aux modélisations de réservoir [27] ou pour des systèmes biologiques [45].

Le problème étudié dans ce manuscrit est celui de l’estimation des coefficients
de normalisation d’une matrice de covariance obtenue à l’aide d’un opérateur de
diffusion [73]. Ce problème apparaît notamment en assimilation de données pour
l’océan [70], l’atmosphère [46] ou en géostatistique [58]. Le point de départ est l’utili-
sation d’un opérateur de diffusion pour construire des matrices de covariance avec
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la structure souhaitée, et l’étape suivante consiste à fixer les variances de la matrice
obtenue, ce qui requiert d’abord de la normaliser. La normalisation d’une matrice de
covariance repose sur l’estimation de ces éléments diagonaux, estimation qui se base,
notamment, sur de la randomisation avec un estimateur Monte Carlo de l’espérance
d’un champ discrétisé aléatoire. L’ensemble des champs discrétisés utilisé est généré à
partir d’un modèle, basé sur l’opérateur discrétisé par différence finie de la diffusion,
que l’on applique à des champs aléatoires en entrée, une étape coûteuse qui limite la
précision atteignable pour les coefficients de normalisation. Il est cependant facile de
créer des versions basse fidélité d’un tel modèle en utilisant une discrétisation plus
grossière de l’espace lors de la construction de l’opérateur de diffusion. L’estimateur
MLMC semble donc être un bon candidat pour obtenir les coefficients de normalisa-
tion avec une erreur quadratique moyenne plus faible pour le même coût de calcul
que l’estimateur Monte Carlo utilisé. Les spécificités d’une telle application résident,
premièrement, dans le fait que les entrées et sorties des simulateurs sont des champs
discrétisés. Deuxièmement, dans l’opérateur de diffusion qui est construit à partir
d’une approximation discrète de la formulation forte de l’équation de diffusion avec
des différences finies, et donc, contrairement à une résolution par éléments finis, il
n’y a pas de cadre fonctionnel.

On insiste ici sur la notion de champs discrétisés qui sera utilisée abondamment
dans la suite. Un champ discrétisé est couramment représenté comme un vecteur dont
chaque entrée est associée à la valeur du champ à un point de l’espace. Une relation
physique relie donc les entrées du vecteur qui ne sont pas à considérer comme des
valeurs indépendantes. Un champ est décomposable en composantes associées à
différentes échelles (ou fréquences) spatiales qui peuvent correspondre à des phéno-
mènes physiques différents. Cette décomposition est importante car l’utilisation de
grilles de différentes résolutions dans les modèles conduit à des représentations très
différentes de ces échelles. Comprendre les différences de traitement des différentes
échelles lors d’une estimation est donc primordial pour savoir lesquelles sont bien
représentées dans le résultat final, notamment si la quantité d’intérêt est elle aussi un
champ discrétisé et pas seulement une quantité scalaire. Pour garantir l’efficacité de
l’estimateur MLMC, un couplage entre les sorties des modèles est nécessaire et ces
sorties doivent donc être de dimensions compatibles. Le respect de ces contraintes
implique des adaptations dont on souhaite connaître les effets sur les composantes
fréquentielles des champs considérés.

L’impact de grilles de différentes résolutions sur les composantes d’échelle est
connu depuis plusieurs années pour les méthodes multigrilles [7, 69, 76] et commence
à être abordé pour le MLMC. Les travaux de Croci [15] en font partie et portent
sur l’échantillonnage de bruit blanc à partir de modèles basés sur les éléments finis.
Les éléments finis permettent, cependant, de rester dans un cadre fonctionnel, ce
qui n’est pas le cas du problème que l’on considère qui se base sur des différences
finies. On mentionnera également les récents papiers de Istratuca [35] et Schwab [64]
qui, comme nous, utilisent des champs discrétisés comme entrées de leurs modèles,
mais considèrent une quantité d’intérêt scalaire. Ils évoquent de potentiels problèmes
causés par les composantes hautes fréquences (ou petites échelles) des champs d’en-
trées et proposent donc de tronquer leur représentation [64] ou d’ajouter une étape
de filtrage [35]. Le passage d’un estimateur MLMC pour une quantité scalaire à un
estimateur pour des champs discrétisés n’est pas trivial, d’autant plus sans cadre
fonctionnel, et les adaptations nécessaires peuvent apporter de nouveaux problèmes
sans une bonne compréhension de leurs effets. Le problème choisi ici se base sur
des simulateurs dont les entrées et sorties sont des champs pour lesquels seule une
représentation discrète est accessible et l’utilisation de différentes grilles implique
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des représentations hétérogènes de ces champs à travers les différents niveaux. Ce
contexte impose donc des adaptations de l’estimateur MLMC dont les effets sur les
champs considérés doivent être étudiés afin d’assurer son efficacité.

Les contributions de cette thèse sont les suivantes :

— L’adaptation de l’estimateur MLMC de l’espérance au cas spécifique où la
quantité d’intérêt est la sortie d’un simulateur appliqué à des vecteurs aléatoires,
ces vecteurs aléatoires représentant des champs discrétisés. Autrement dit, on
cherche à estimer E[ f (X)] où X ∈ L2(Ω, Rn) et f : Rn → Rn. Cette estimation
multi-niveaux utilise une hiérarchie de grilles sur laquelle les entrées et sorties
des modèles ont des dimensions dépendantes de la discrétisation. L’estimateur
requiert donc l’introduction d’opérateurs de transfert de grilles : un opérateur
de restriction permettant de transférer un champ discrétisé d’une grille fine
vers une grille plus grossière et un opérateur de prolongation pour le transfert
d’une grille grossière vers une grille fine (cf. chapitre 3).

— Une analyse spectrale de l’estimateur MLMC basé sur des grilles centrées sur
les cellules est proposée afin d’étudier l’effet de ces opérateurs de transfert sur
les différentes composantes d’échelle de la quantité d’intérêt. Cette analyse com-
prend d’abord une partie théorique ayant pour objectif la compréhension des
effets des opérateurs de transfert. Cette partie analytique est proposée dans le
cadre spécifique d’un estimateur MLMC bi-niveaux impliquant un simulateur
linéaire, symétrique et circulant. L’obtention d’une expression de la variance
dans ce cas spécifique permet de quantifier la mauvaise estimation de certaines
fréquences qui peut advenir pour certains opérateurs de transferts. Une ex-
périence numérique sur une illustration 1D simple est ensuite présentée pour
vérifier les résultats théoriques obtenus. La variance de l’estimateur MLMC
sur cette illustration est décomposée dans un espace spectral et comparée à
celle d’un simple estimateur MC. Cette décomposition permet de constater
l’impact négatif que les opérateurs de transferts peuvent avoir sur l’estimation
des hautes fréquences (cf. chapitre 3).

— L’introduction de l’estimateur filtered-MLMC (FMLMC) qui ajoute un opérateur
de filtrage des hautes fréquences avant l’application de la restriction et après
l’application de la prolongation. L’ajout du filtrage peut aussi être vu comme
une modification des opérateurs de transfert de grilles dont on augmente
l’ordre. L’analyse spectrale de ces opérateurs de transfert modifiés permet de
déduire différentes propriétés souhaitées pour éviter les effets observés plus
tôt. L’estimateur weighted MLMC (WMLMC) est ici utilisé afin de trouver les
opérateurs de transfert optimaux dans certains cas spécifiques (cf. chapitre 4).

— L’application de l’estimateur FMLMC pour l’estimation des coefficients de
normalisation d’un opérateur de diffusion en 2D pour des champs de diffusi-
vité hétérogène. Les résultats montrent une réduction de l’erreur quadratique
moyenne pour un budget fixé d’un tel estimateur comparé à un MLMC ou un
simple MC (cf. chapitre 5).

Le manuscrit est organisé de la manière suivante. Le chapitre 2 rapelle les fon-
damentaux de l’estimateur MLMC ainsi que ses différentes propriétés. L’adaptation
de l’estimateur aux champs discrétisés sur des grilles centrées sur les cellules est
ensuite présentée dans le chapitre 3, ainsi que son analyse spectrale dans un cadre
spécifique. Cette analyse conduit à l’introduction de l’estimateur filtered-MLMC dans
le chapitre 4. Ce chapitre présente également une étude du choix des différents opéra-
teurs de transfert et de filtrage utilisés. Les performances de l’estimateur FMLMC
sont illustrées avec son application au problème de l’estimation des coefficients de
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normalisation dans le chapitre 5 avant de conclure et de donner des perspectives
pour de futurs travaux dans le chapitre 6.
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Chapitre 2

Monte Carlo multi-niveaux

2.1 Notations

Soit (Ω,F , P) un espace probabilisé avec Ω l’espace des possibles, F la tribu des
sous-ensembles de l’espace des possibles, et P une mesure de probabilité. Dans ce
manuscrit on considère un espace de Hilbert H muni du produit scalaire ⟨·, ·⟩H et de
la norme associée ∥ · ∥H . On se restreint à l’étude de variables aléatoires à valeur dans
H et de moment d’ordre 2 fini appartenant donc à l’espace

L2(Ω, H) := {ξ : Ω → H |
∫

Ω ∥ξ(ω)∥2
H dP(ω) < +∞}. (2.1)

L’espace L2(Ω, H) est un espace de Hilbert quand il est muni du produit scalaire
⟨·, ·⟩L2(Ω,H) défini comme

∀ξ , η ∈ L2(Ω, H), ⟨ξ , η⟩L2(Ω,H) :=
∫

Ω
⟨ξ(ω), η(ω)⟩H dP(ω). (2.2)

Ce produit scalaire induit la norme ∥ · ∥L2(Ω,H). Par la suite on utilisera la notation
E[∥ · ∥2

H ]
1/2 = ∥ · ∥L2(Ω,H). L’espace de Hilbert H considéré changera selon la section

du manuscrit mais sera reprécisé à chaque fois.

2.2 Monte Carlo pour l’espérance d’une variable aléatoire
réelle

On commence par rappeler le principe et les propriétés de l’estimateur Monte
Carlo [61, 44]. On considère le cas de variables aléatoires à valeur dans R avec
un modèle numérique f : R → R. L’espace de Hilbert H considéré est donc R

muni de la multiplication. On cherche à estimer l’espérance de la variable aléatoire
f (X) ∈ L2(Ω, R) pour X ∈ L2(Ω, R), donc telle que V[ f (X)] < +∞. L’estimateur
Monte Carlo de µ := E[ f (X)] est

µ̂ =
1
M

M

∑
i=1

f (X(i)) (2.3)

où X = {X(i)}M
i=1 est un M-échantillon de X, c’est-à-dire une famille de M variables

aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon la même distribution
que X. Cet estimateur est non-biaisé, en effet

E[µ̂] =
1
M

M

∑
i=1

E[ f (X(i))] = E[ f (X)]. (2.4)
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La variance de cet estimateur peut être exprimée en utilisant l’indépendance des
variables aléatoires du M-échantillon de X :

V[µ̂] =
1

M2

M

∑
i=1

V[ f (X(i))] =
V[ f (X)]

M
. (2.5)

Pour mesurer la précision d’un estimateur θ̂ d’une statistique θ on utilise la racine
de l’erreur quadratique moyenne, root mean square error en anglais (RMSE), définie
comme la racine carrée de l’erreur quadratique moyenne (MSE). La MSE est définie
comme suit

MSE(θ̂, θ) := E[(θ̂ − θ)2]. (2.6)

Cette MSE peut être écrite comme la somme de la variance de l’estimateur et de son
biais au carré,

MSE(θ̂, θ) = V[θ̂] + Biais(θ̂, θ)2 (2.7)

avec Biais(θ̂, θ) = E[θ̂]− θ. Dans le cas de l’estimateur Monte Carlo µ̂ de E[ f (X)]
cela donne

MSE(µ̂, E[ f (X)]) =
V[ f (X)]

M
. (2.8)

La RMSE décroît en O(M−1/2), c’est-à-dire que pour réduire l’erreur de l’estimateur
d’un facteur r il faut augmenter la taille de l’échantillon par un facteur r2. Ce taux
de convergence de l’estimateur MC devient rapidement un frein quand le coût de
génération des échantillons est élevé.

2.3 MLMC pour l’espérance d’une variable aléatoire réelle

On reste, ici, dans le cas de variables aléatoires à valeur dans R et on sou-
haite estimer l’espérance d’une variable aléatoire Y ∈ L2(Ω, R). On suppose que
cette variable aléatoire n’est pas directement échantillonnable mais qu’elle peut
être approximée comme la sortie d’un simulateur appliqué à une variable aléatoire
X ∈ L2(Ω, R). On considère une hiérarchie multi-niveaux de L + 1 simulateurs nu-
mériques ( fℓ : R → R)L

ℓ=0 tels que fℓ(X) approxime Y avec une fidélité qui croît
avec ℓ. Plus précisément, on suppose que la quantité |E[ fℓ(X)− Y]| décroît quand
ℓ croît. Le simulateur f0 est le plus grossier, et donc le moins précis, tandis que le
simulateur fL est le plus fin, le plus précis. En pratique, le coût moyen nécessaire
à l’application d’un simulateur fℓ augmente avec ℓ. On présente ici un résumé de
l’estimateur tel qu’introduit par Giles [24, 23]. Étant donnée une suite ({X(i,ℓ)}Mℓ

i=1)
L
ℓ=0

de L + 1 échantillons de X indépendants, l’estimateur Monte Carlo multi-niveaux
(MLMC) de µ := E[Y] est

µ̂MLMC
L =

1
M0

M0

∑
i=1

f0(X(i,0)) +
L

∑
ℓ=1

1
Mℓ

Mℓ

∑
i=1

( fℓ(X(i,ℓ))− fℓ−1(X(i,ℓ))). (2.9)

Le biais d’un estimateur MLMC est le biais du niveau de fidélité le plus fin grâce à la
somme télescopique

E[µ̂MLMC
L ] = E[ f0(X)] +

L

∑
ℓ=1

(E[ fℓ(X)]− E[ fℓ−1(X)]) = E[ fL(X)]. (2.10)
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Dans le cas de l’estimateur µ̂MLMC
L de E[Y], cela donne donc

Biais(µ̂MLMC
L , µ) = E[µ̂MLMC

L ]− E[Y] = E[ fL(X)]− E[Y] = Biais( fL(X), Y). (2.11)

La variance de l’estimateur µ̂MLMC
L est

V[µ̂MLMC
L ] =

V[ f0(X)]

M0
+

L

∑
ℓ=1

V[ fℓ(X)− fℓ−1(X)]

Mℓ
. (2.12)

En utilisant la décomposition de la MSE de l’équation (2.7), on a

MSE(µ̂MLMC
L , µ) =

V[ f0(X)]

M0
+

L

∑
ℓ=1

V[ fℓ(X)− fℓ−1(X)]

Mℓ
+ (E[ fL(X)]− E[Y])2.

(2.13)
À l’aide de la supposition comme quoi |E[ fℓ(X)− Y]| décroît avec ℓ, il est possible
de réduire le biais en ajoutant un niveau de fidélité plus fin. Le terme de variance, lui,
correspond à l’erreur d’échantillonnage et peut être réduit en augmentant les tailles
Mℓ des ensembles. Il peut également être réduit en ayant des faibles variances pour
les termes de corrections, termes qui peuvent être décomposés comme suit

V[ fℓ(X)− fℓ−1(X)] = V[ fℓ(X)] + V[ fℓ−1(X)]− 2C[ fℓ(X), fℓ−1(X)]. (2.14)

En ayant des approximations de Y sur différents niveaux de fidélités corrélées posi-
tivement entre elles on peut attendre une réduction de la variance de la correction
entre deux approximations de Y. Maximiser la corrélation entre les différents niveaux
de fidélité que l’on souhaite utiliser est primordial pour atteindre une réduction de
variance intéressante. Par la suite on notera la valeur absolue de l’espérance et la
variance d’un terme de correction avec

Eℓ := |E[ fℓ(X)− fℓ−1(X)]| et Vℓ := V[ fℓ(X)− fℓ−1(X)] (2.15)

pour ℓ = 1, . . . , L et E0 := E[ f0(X)], V0 := V[ f0(X)].
Le théorème suivant, présenté dans [23], fournit la vitesse de croissance asym-

totique de l’estimateur MLMC en fonction de sa précision, exprimée en termes de
RMSE.

Théorème 1. Soit Y une variable aléatoire et ( fℓ(X))ℓ⩾0 une suite de variables aléatoires
réelles et de variance finie telle que limℓ→+∞ E[ fℓ(X)] = E[Y]. Soit (Cℓ)ℓ⩾0 une suite de
réels représentant le coût de calcul moyen nécessaire à la génération d’une réalisation de
fℓ(X). Soit (nℓ)ℓ⩾0 une suite d’entiers telle que nℓ ≂ sℓ pour s > 1 fixé. Supposons qu’il
existe des constantes α, β, γ > 0 telles que min(β, γ) < 2α, et, pour ℓ ⩾ 0,

(i) |E[ fℓ(X)− Y]| ≲ n−α
ℓ ,

(ii) Vℓ ≲ n−β
ℓ ,

(iii) Cℓ ≲ nγ
ℓ .

Alors, pour tout ε < e−1, il existe un entier naturel L et une suite d’entiers naturels {Mℓ}L
ℓ=0

tels que
MSE(µ̂MLMC

L , E[Y]) < ε2 (2.16)
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avec un coût de calcul moyen

Coût(µ̂MLMC
L ) ≲


ε−2, β > γ,
ε−2(log ε)2, β = γ,

ε−2− γ−β
α , β < γ.

(2.17)

Dans ce théorème, le symbole ≲ indique que, pour a, b > 0, a ≲ b équivaut à dire
que a/b est majoré par une constante, tandis que a ≂ b équivaut à a ≲ b et b ≲ a.
L’hypothèse (i) indique que le biais, en valeur absolu, des approximations de Y doit
décroître exponentiellement à un taux α quand ℓ croît. L’hypothèse (ii) concerne les
variances des termes de corrections qui doivent décroître exponentiellement avec ℓ à
un taux β. La dernière hypothèse porte sur le coût de calcul moyen Cℓ pour générer
une réalisation de fℓ(X), qui doit croître exponentiellement avec un taux γ à travers
les niveaux. La majoration du coût de calcul de l’estimateur MLMC dépend du
rapport entre β et γ, et la vitesse de croissance du coût la plus favorable correspond
au cas β > γ. On aimerais donc avoir les variances des termes de correction qui
décroîssent plus vite que le coût de génération des réalisations ne croît.

En comparaison, un estimateur Monte Carlo µ̂L de E[Y] se basant sur le modèle
fin fL possède la MSE suivante :

MSE(µ̂L, E[Y]) =
V[ fL(X)]

M
+ E[ fL(X)− Y]2. (2.18)

Sous les mêmes hypothèses que celles du théorème 1, on a

|E[ fL(X)− Y]| ≲ n−α
L et CL ≲ nγ

L. (2.19)

En visant
MSE(µ̂L, E[Y]) < ε2 (2.20)

on cherche à avoir les deux termes de la MSE inférieurs à (1/2)ε2. En notant a ∼ b
une relation de proportionnalité entre a et b, on obtient nL ∼ ε−

1
α et M ∼ ε−2 en

remarquant que V[ fL(X)] est constante et indépendante de M. On a finalement
CL ∼ ε−

γ
α et

Coût(µ̂L) = CL M ≲ ε−2− γ
α . (2.21)

Selon le théorème 1, le coût de calcul moyen d’un estimateur MLMC, dans le cas
optimal β > γ, est inférieur à celui d’un MC d’un facteur ε−

γ
α .

Les tailles d’ensembles {Mℓ}L
ℓ=0 s’obtiennent en minimisant la variance de l’esti-

mateur MLMC (2.12) pour un coût fixé. C’est ce qui est fait, par exemple, dans [23,
12] et qui donne, en cherchant à obtenir une variance égale à ε2,

Mℓ =
ε−2

SL

√
Vℓ

Cℓ + Cℓ−1
, SL :=

L

∑
ℓ=1

√
Vℓ(Cℓ + Cℓ−1), (2.22)

avec la convention C−1 = 0. Dans cette expression, les variance Vℓ de la correction
entre fℓ(X) et fℓ−1(X) sont inconnues et doivent donc être estimées.

Dans la formulation classique de l’estimateur MLMC [23] on considère que le
niveau de fidélité le plus grossier est le niveau initial utilisé dans l’estimation. On
ajoute ensuite des niveaux plus fins, au besoin, pour réduire la MSE. En pratique,
il peut être plus utile de considérer l’inverse. Le niveau initial est celui de plus
haute fidélité et on ajoute des niveaux plus grossiers, au besoin, pour réduire la



Chapitre 2. Monte Carlo multi-niveaux 10

MSE. Cette vision est plus adaptée aux cas où il existe un modèle fin pour lequel un
raffinage supplémentaire n’est pas accessible avec les moyens actuels, mais où des
modèles grossiers existent déjà ou sont faciles à construire. De plus, s’il est courant
de viser une certaine précision que l’on cherchera à atteindre à moindre coût, il est
parfois plus pertinent de chercher à minimiser l’erreur de l’estimateur pour un budget
fixé. L’utilisation d’un estimateur MLMC sous la contrainte d’un budget maximum
change notamment la manière de calculer les tailles des échantillons {Mℓ}L

ℓ=0. Pour
un budget η maximum imposé, [52] donne la formule suivante pour ℓ = 0, . . . , L

Mℓ =
η

SL

√
Vℓ

Cℓ + Cℓ−1
. (2.23)

Cette formule requiert, comme précédemment, l’estimation des variances Vℓ de la
correction entre fℓ(X) et fℓ−1(X).

2.4 Illustration MC et MLMC

2.4.1 Présentation de l’illustration

Afin d’illustrer les différences entre un estimateur MC et un estimateur MLMC
dans un cas scalaire, on reprend, en partie, le problème étudié dans [52],

∂u
∂t

(t) = λu(t)

u(0) = u0

(2.24)

où t ∈ [0, 1], u : R → R, u0, λ ∈ R. La solution exacte de ce problème est u(t) = u0eλt,
∀t ∈ [0, 1]. On définit

F : R2 × [0, 1] → R (2.25)

(u0, λ, t) 7→ u0eλt. (2.26)

On considère maintenant la solution pour t fixé à 1 et on pose

U0 ∼ N (µ0, σ2
0 ) et Λ ∼ N (µ, σ2), (2.27)

deux variables aléatoires indépendantes qui suivent une loi normale de moyenne µ0
et d’écart-type σ0 (respectivement µ et σ). En notant

f : R2 → R (2.28)
(u0, λ) 7→ F(u0, λ, t = 1), (2.29)

on peut définir la variable aléatoire Y = f (U0, Λ) dont on cherche à estimer l’espé-
rance. Pour ce faire, on construit des simulateurs numériques de différentes fidélités

fℓ : R2 → R (2.30)
(u0, λ) 7→ unℓ

ℓ (u0, λ), (2.31)
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où

u0
ℓ : R2 → R (2.32)

(u0, λ) 7→ u0, (2.33)

et

uk
ℓ : R2 → R (2.34)

(u0, λ) 7→
uk−1
ℓ (u0, λ)

1 − λ/nℓ
(2.35)

pour k = 1, . . . , nℓ. Les simulateurs fℓ s’apparentent donc à une résolution de l’équa-
tion (2.24) par un schéma d’Euler implicite avec un pas 1/nℓ. On considère que le
coût d’une évaluation de fℓ est proportionnelle au paramètre de discrétisation nℓ, i.e.,
Cℓ ∼ nℓ pour ℓ = 0, . . . , L.

2.4.2 Illustration MC

On définit Yℓ = fℓ(U0, Λ). On peut utiliser un estimateur MC se basant sur le si-
mulateur fℓ pour avoir une estimation de l’espérance de Y. Pour les expérimentations
qui suivent, on considère 6 niveaux de fidélités différents avec n0 = 16 et nℓ = n02ℓ

pour ℓ = 1, . . . , 5. Étant donné un Mℓ-échantillon aléatoire {(U(i)
0 , Λ(i))}Mℓ

i=1, on peut
construire un estimateur Monte Carlo de E[Y] se basant sur le modèle fℓ

µ̂ℓ =
1

Mℓ

Mℓ

∑
i=1

fℓ(U
(i)
0 , Λ(i)), (2.36)

pour ℓ = 0, . . . , 5. La figure 2.1 montre l’évolution de la MSE des estimateurs µ̂ℓ pour
ℓ = 0, . . . , 5 en fonction de Mℓ, la taille de l’échantillon.

101 102 103 104 105

Taille d'ensemble de l'estimateur MC

10 2

10 1

100

101

M
SE =0

=1
=2
=3
=4
=5

FIGURE 2.1 – Évolution de la MSE de différents estimateurs MC µ̂ℓ de
Y se basant sur les modèles fℓ en fonction de la taille de l’échantillon
Mℓ, pour ℓ = 0, . . . , 5. La MSE est estimée à partir de 1000 estimateurs.

On observe que la MSE des différents estimateurs semble converger vers une
valeur qui dépend du niveau de fidélité de l’estimateur. Cette valeur étant plus faible
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pour les niveau de fidélité plus élevés. La MSE peut s’exprimer comme la somme
de l’erreur d’échantillonnage et du biais au carré (cf. équation (2.7)) où l’erreur
d’échantillonnage décroît en 1/Mℓ et le biais dépend du niveau de fidélité considéré.
Ainsi, augmenter la taille de l’échantillon permet de réduire l’erreur d’échantillonnage
mais pas le biais qui va finir par dominer la MSE. C’est ce phénomène qui est mis
en évidence ici, la MSE des différents estimateurs commence par décroître quand on
augmente la taille de l’échantillon car l’erreur d’échantillonnage est de plus en plus
faible. Cette décroissance suit bien, pour tous les estimateurs, une pente en 1/Mℓ. La
MSE atteint, cependant, un plateau lorsque le biais domine la MSE. Le biais étant plus
important sur les niveaux grossiers, la MSE des estimateurs correspondant converge
vers une valeur plus élevée. Pour réduire la MSE au delà de ce plateau, il faut donc
considérer un niveau plus fin.

Les limites de l’estimateur MC sont, ici, bien visibles. Un niveau de fidélité
suffisamment élevé est requis afin de réduire le biais et un échantillon de grande taille
permet alors de réduire l’erreur d’échantillonnage. La génération d’un échantillon
de grande taille pouvant être coûteuse pour des simulateurs de haute fidélité, un
compromis doit être trouvé.

2.4.3 Illustration MLMC

On peut, à présent, définir un estimateur MLMC de E[YL]

µ̂MLMC
L =

1
M0

M0

∑
i=1

f0((U0, Λ)(i,0)) +
L

∑
ℓ=1

1
Mℓ

Mℓ

∑
i=1

(
fℓ((U0, Λ)(i,ℓ))− fℓ−1((U0, Λ)(i,ℓ))

)
,

(2.37)
à partir de L + 1 différents échantillons indépendants ({(U0, Λ)(i,ℓ)}Mℓ

i=1)
L
ℓ=0 de

(U0, Λ).
Le théorème 1 nous assure que, pour une une précision fixée (en terme de MSE),

le coût de calcul de l’estimateur MLMC est inférieur à celui de l’estimateur MC si
les trois hypothèses du théorème sont respectées. On rappelle que l’on considère
une évaluation d’un modèle fℓ, définit dans l’équation (2.30), comme ayant un coût
Cℓ ∼ nℓ. La troisième hypothèse du théorème est donc vérifiée et on a γ = 1. On vérifie
numériquement la validité des deux autres hypothèses en estimant les quantités Eℓ et
Vℓ de l’équation (2.15) pour ℓ = 0, . . . , L et L = 5. Les résultats sont présentés dans la
figure 2.2.

L’espérance et la variance des termes de correction décroît bien exponentiellement
avec la discrétisation nℓ. On a min(β, γ) < 2α, Eℓ ∼ n−α

ℓ et Vℓ ∼ n−β
ℓ où α ≈ 1 et

β ≈ 2. Les hypothèses du théorème 1 sont donc bien vérifiées pour cette illustration
et l’on se retrouve dans le cas favorable au MLMC où β > γ. On s’attend donc à
des estimateurs MLMC donc le coût de calcul est inférieur à celui d’un estimateur
MC pour la même précision. Ou, dans notre cas, des estimateurs MLMC atteignant
des valeurs de MSE plus faibles qu’un estimateur MC pour le même budget η. La
figure 2.3 compare l’allocation optimale, obtenue à partir de l’équation (2.23), de
différents estimateurs MLMC comprenant un nombre différent de niveaux ainsi que
leur MSE. Pour tous ces estimateurs, le niveau le plus fin correspond à nL = 512.

La figure 2.3a présente la répartition des échantillons sur les différents niveaux
pour un budget fixé équivalent au coût nécessaire pour générer 1000 membres sur le
niveau le plus fin. On observe que la taille de l’ensemble du niveau le plus fin est très
réduite, ce qui laisse une grande partie du budget total η disponible pour générer des
ensembles de grande taille sur les niveaux plus grossiers. Pour le MLMC à 2 niveaux
(L = 1), un unique membre est gardé sur le niveau fin pour en avoir presque 2000
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(D) Regression sur les Vℓ pour estimer β.

FIGURE 2.2 – Estimation des quantités Eℓ et Vℓ pour ℓ = 1, . . . , L
(haut) et regression sur ces quantités afin d’estimer α et β (bas). Les

estimations sont faites à partir d’un échantillon de taille 1000.

sur le niveau grossier. Le MLMC à 6 niveaux atteint une taille d’ensemble proche de
30 000 pour le niveau le plus grossier. La figure 2.3b montre que de telles allocations
permettent effectivement de réduire la MSE d’un estimateur MLMC comparé à un
estimateur MC pour le même budget, avec près de 90% de réduction pour le MLMC
à 6 niveaux.

2.5 Conclusion

L’application du MLMC à l’estimation de l’espérance d’une variable aléatoire
est un cas simple qui a largement été étudié [24, 23, 12]. Sous les hypothèses de
décroissance exponentielle du biais et de la variance des termes de correction, présen-
tées dans le théorème 1, le MLMC permet d’atteindre une MSE fixée pour un coût
inférieur à celui d’un MC. L’illustration de la section 2.4.3 a permis de montrer un
exemple d’application du MLMC dans un contexte où le budget total est fixé, ce qui
conduit à une réduction de la variance du MLMC comparé à un MC. Cependant,
le problème de normalisation d’un opérateur de diffusion, étudié dans ce manus-
crit, est basé sur l’estimation de paramètres statistiques de champs discrétisés en
espace qui sont les sorties d’un modèle appliqué à des champs aléatoires. Dans un tel
contexte, l’utilisation de l’estimateur MLMC requiert plusieurs adaptations. L’objectif
du chapitre suivant est le traitement de ce cas d’application et la présentation des
adaptations nécessaires.
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FIGURE 2.3 – Allocation optimale des échantillons sur les différents ni-
veaux et la MSE résultante des estimateurs MC (L = 0) et de différents
estimateurs MLMC (L ∈ {1, 3, 5}). Le niveau le plus fin L correspond
à une résolution nL = 512 et le budget total est fixé à η = 1000CL. La

MSE est estimée à partir de 10 000 estimateurs.
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Chapitre 3

MLMC pour des champs discrétisés
spatialement

Ce chapitre est consacré à l’adaptation et l’étude de l’estimateur MLMC de l’espé-
rance pour des champs aléatoires discrétisés en espace sur des grilles centrées sur
les cellules. On commence par considérer le cas général de champs discrétisés appar-
tenant à des espaces de Hilbert et l’on introduit la notion d’opérateurs de transfert
afin de pouvoir construire un estimateur MLMC. On se ramène ensuite à un cas
plus spécifique en précisant la discrétisation et les opérateurs de transfert utilisés,
motivés par l’application du chapitre 5. Afin d’étudier l’impact des opérateurs de
transfert sur l’estimateur MLMC, une analyse spectrale est présentée, et les différents
résultats qui en découlent sont illustrés numériquement à l’aide d’un problème jouet
unidimensionnel.

3.1 MLMC pour des champs discrétisés

On commence par reprendre les notations de la section 2.1 et on considère des
champs discrétisés aléatoires de moment d’ordre 2 fini et à valeur dans un espace de
Hilbert. Ce contexte est celui considéré dans [3] et on se repose donc sur leurs travaux
pour notre étude. Le simulateur haute fidélité est

fL : HL → HL. (3.1)

On note XL ∈ L2(Ω, HL) les champs aléatoires discrétisés d’entrée, YL = fL(XL) les
champs aléatoires discrétisés de sortie du simulateur fL et on suppose également que
YL ∈ L2(Ω, HL). On cherche à estimer le champ discrétisé E[YL] ∈ HL.

On souhaite utiliser un estimateur MLMC qui, en se basant sur des modèles de
basse fidélité approximant fL, peut atteindre une variance plus faible qu’un estimateur
MC pour le même budget. On considère donc une hiérarchie de modèles ( fℓ)L−1

ℓ=0 qui
sont des approximations du modèle fin fL. Dans ce manuscrit, on s’intéresse au cas
où les modèles fℓ sont construits à partir de différentes discrétisations spatiales et
possèdent donc des espaces d’entrée et de sortie dont les dimensions dépendent du
niveau ℓ. On pose, pour ℓ = 0, . . . , L − 1,

fℓ : Hℓ → Hℓ. (3.2)

Les inconsistances dans les dimensions d’entrée et de sortie des différents modèles
requiert des adaptations de l’estimateur MLMC. Un tel contexte diffère de celui étudié
dans [3] où les modèles considérés ont des espaces d’entrée et de sortie de dimension
consistante à travers les niveaux.
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3.1.1 Opérateurs de transfert

On introduit ici les opérateurs de transfert qui servent à transférer un vecteur
d’un espace de Hilbert à un autre. Les différents espaces considérés sont les espaces
Hℓ munis du produit scalaire ⟨·, ·⟩Hℓ

et de la norme associée ∥ · ∥Hℓ
, définis pour

ℓ = 0, . . . , L. On utilisera le terme de restriction pour désigner les opérateurs qui
permettent de transférer un champ discrétisé d’un espace de Hilbert de haute fidélité
Hℓ vers l’espace de Hilbert de plus basse fidélité Hℓ−1. De la même manière, on
désigne par prolongation les opérateurs permettant de transférer un champ discrétisé
de l’espace Hℓ−1 vers l’espace Hℓ. On définit donc, pour ℓ = 1, . . . , L,

Rℓ−1
ℓ : Hℓ → Hℓ−1 et Pℓ

ℓ−1 : Hℓ−1 → Hℓ, (3.3)

Avec de tels opérateurs il devient possible de transférer toutes les sorties des modèles
dans un même espace afin d’utiliser un estimateur MLMC. Étant donné que l’on
souhaite estimer l’espérance de la sortie du modèle haute fidélité, on décide de
transférer toutes les sorties des différents niveaux dans HL, l’espace de plus haute
fidélité. On définit donc

PL
ℓ = PL

L−1 ◦ PL−1
L−2 ◦ · · · ◦ Pℓ+2

ℓ+1 ◦ Pℓ+1
ℓ (3.4)

l’opérateur de prolongation entre l’espace Hℓ et HL pour ℓ = 0, . . . , L− 1. Le couplage
des entrées des modèles dans les termes de correction de l’estimateur est également
primordial et devient possible grâce à ces opérateurs. En effet, pour le terme de
correction entre le niveau ℓ et ℓ− 1, il est possible de générer un champ discrétisé
d’entrée dans l’espace Hℓ puis de le restreindre dans l’espace Hℓ−1 afin de l’utiliser
en entrée du modèle fℓ−1. On définit

Rℓ
L = Rℓ

ℓ+1 ◦ Rℓ+1
ℓ+2 ◦ · · · ◦ RL−2

L−1 ◦ RL−1
L (3.5)

l’opérateur de restriction entre HL et Hℓ pour ℓ = 0, . . . , L − 1. On pose PL
L = RL

L = id,
la fonction identité. On peut alors construire la suite de modèles de différentes
résolutions ( f̃ℓ)L

ℓ=0 qui approximent fL

f̃ℓ : HL → HL

x 7→ (PL
ℓ ◦ fℓ ◦ Rℓ

L)(x).
(3.6)

On suppose que, pour tout Xℓ ∈ L2(Ω, Hℓ), on a Pℓ+1
ℓ (Xℓ) ∈ L2(Ω, Hℓ+1) et Rℓ−1

ℓ (Xℓ)

∈ L2(Ω, Hℓ−1), ce qui implique que Ỹℓ = f̃ℓ(XL) ∈ L2(Ω, HL) pour XL ∈ L2(Ω, HL),
et cela pour ℓ = 0, . . . , L.

3.1.2 Formulation de l’estimateur MLMC pour des champs discrétisés

La suite ( f̃ℓ)L
ℓ=0 forme la hiérarchie de modèles qui est utilisée pour l’estimateur

MLMC, tous les modèles f̃ℓ ont HL en espace d’entrée et de sortie. Si le coût d’ap-
plication des opérateurs de transfert est négligeable devant le coût d’application du
modèle fℓ, ce que l’on suppose par la suite, on conserve la hiérarchie de coût de calcul
de la suite ( fℓ)L

ℓ=0. On peut alors construire un estimateur MLMC de E[YL]

µ̂MLMC
L =

1
M0

M0

∑
i=1

f̃0(X(i,0)
L ) +

L

∑
ℓ=1

1
Mℓ

Mℓ

∑
i=1

(
f̃ℓ(X(i,ℓ)

L )− f̃ℓ−1(X(i,ℓ)
L )

)
, (3.7)
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à partir de L + 1 différents échantillons indépendants ({X(i,ℓ)
L }Mℓ

i=1)
L
ℓ=0 de XL.

L’erreur quadratique moyenne de cet estimateur par rapport au paramètre µ
s’écrit

MSE(µ̂MLMC
L , µ) = ∥µ̂MLMC

L − µ∥2
L2(Ω,HL)

= E[∥µ̂MLMC
L − µ∥2

HL
]. (3.8)

Comme démontré dans [3, Theorem 3.1], cette MSE peut être décomposée en un
terme correspondant au biais de discrétisation au carré et un terme égal à l’erreur
d’échantillonnage de l’estimateur :

MSE(µ̂MLMC
L , µ) = V(µ̂MLMC

L ) + ∥E[µ̂MLMC
L ]− µ∥2

HL
, (3.9)

où

∀Z ∈ L2(Ω, HL), V(Z) := ∥Z − E[Z]∥2
L2(Ω,HL)

= E[∥Z∥2
HL
]− ∥E[Z]∥2

HL
(3.10)

est analogue à une variance pour un champ discrétisé aléatoire et

V(µ̂MLMC
L ) =

1
M0

V(Ỹ0) +
L

∑
ℓ=1

1
Mℓ

V(Ỹℓ − Ỹℓ−1) (3.11)

est la variance de l’estimateur MLMC. Dans notre cas, le paramètre étudié est µL =
E[YL], l’espérance de la sortie du modèle haute fidélité. Étant donné que E[µ̂MLMC

L ] =
µL par construction, le biais de notre estimateur par rapport à µL est nul et on a

MSE(µ̂MLMC
L , µ) = V(µ̂MLMC

L ). (3.12)

Dans la suite du manuscrit, on étudie donc seulement la variance de l’estimateur,
définie avec les équations (3.10) et (3.11), qui correspond à son erreur quadratique
moyenne par rapport au paramètre µL.

3.2 Formulation forte et discrétisation

Une différence majeure entre les travaux de ce manuscrit et ceux présentés dans
[64, 35, 15], où les modèles ont également des espaces d’entrée et de sortie de dimen-
sions inconsistantes à travers les niveaux, repose sur les discrétisations considérées et
la nature des espaces de Hilbert Hℓ. Dans les travaux cités, les simulateurs considérés
sont construits à partir d’une discrétisation de la formulation faible d’une équation
aux dérivées partielles (EDP), spécifiquement en utilisant la méthode des éléments
finis. Les espaces de Hilbert Hℓ sont donc des espaces fonctionnels. Cette thèse traite
le cas de modèles ( fℓ)L

ℓ=0 construits comme une approximation discrète de la formu-
lation forte d’une EDP. Ce choix d’étude provient de l’application présentée dans
la section 5.1 qui se repose sur des différences finies pour construire les différents
simulateurs. Les champs discrétisés étudiés ne sont donc représentables que par un
vecteur dont les composantes correspondent à la valeur du champ à un point de
l’espace. Les espaces Hℓ des équations (3.1) et (3.2) sont les espaces Rnℓ où nℓ est le
nombre de points de discrétisation du domaine spatial considéré. Étant donné que
les vecteurs d’entrée et de sortie des différents modèles représentent des champs
discrétisés, leurs composantes ne sont pas indépendantes les unes des autres, il existe
une relation physique les reliant. L’étude de simulateurs basés sur une formulation
faible ou forte d’une EDP a un impact fort sur le choix des discrétisations de l’espace
et des opérateurs de transfert considérés, ainsi que sur la manière d’analyser les effets
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de ces opérateurs sur l’estimateur MLMC. On présente donc ici la discrétisation de
l’espace et les opérateurs de transfert utilisés.

3.2.1 Discrétisation de l’espace par grilles

Chaque simulateur fℓ, pour ℓ = 0, . . . , L, est basé sur une discrétisation de l’es-
pace par une grille de taille nℓ avec n0 < n1 < · · · < nL. On définit, pour ℓ = 0, . . . , L,
la matrice de Gram symétrique, définie positive Wℓ ∈ Rnℓ×nℓ qui contient les infor-
mations relatives à la représentation d’une fonction continue sur la grille de taille nℓ

considérée. Il existe, pour ℓ = 0, . . . , L, une matrice Vℓ ∈ Rnℓ×nℓ telle que Wℓ admette
la décomposition Wℓ = VℓVT

ℓ . On peut alors, pour ℓ = 0, . . . , L, définir le produit
scalaire

∀u, v ∈ Rnℓ , ⟨u, v⟩Wℓ
= uTWℓv = ⟨VT

ℓ u, VT
ℓ v⟩Inℓ

, (3.13)

où ⟨·, ·⟩Inℓ
désigne le produit scalaire canonique de Rnℓ . On note ∥ · ∥Wℓ

la norme
induite par le produit scalaire ⟨·, ·⟩Wℓ

. Les espaces de Hilbert Hℓ d’entrée et de sortie
des simulateurs fℓ des équations (3.1) et (3.2) sont donc Hℓ = (Rnℓ , ⟨·, ·⟩Wℓ

). On
note Xℓ (resp. Yℓ) le vecteur aléatoire de moment d’ordre 2 fini d’entrée (resp. de
sortie) du modèle fℓ. On cherche toujours à estimer µL := E[YL], l’espérance de la
sortie du modèle haute fidélité. Ce contexte est un cas particulier de la section 3.1
où Hℓ = (Rnℓ , ⟨·, ·⟩Wℓ

). Les différentes expressions de la section 3.1.2 restent donc
inchangées, on notera simplement µ̂MLMC

L l’estimateur MLMC de l’équation (3.7) pour
des champs discrétisés représentés par des vecteurs.

3.2.2 Grilles centrées sur les cellules et opérateurs de transfert linéaires

Le choix des opérateurs de transfert utilisés dépend des grilles considérées et des
représentations des champs sur ces grilles. Afin de faciliter l’étude, on se place sur
un domaine unidimensionnel D := [0, 1]. On considère L + 1 différents maillages
de D avec des grilles uniformes composées de nℓ cellules, chaque cellule étant alors
de taille n−1

ℓ . Les matrices de Gram associées à ces grilles sont simplement définies
comme Wℓ = n−1

ℓ Inℓ
, et on a Vℓ = n−1/2

ℓ Inℓ
. On fixe, de plus, la relation nℓ = 2nℓ−1

pour ℓ = 1, . . . , L entre les différentes grilles. La représentation d’un champ sur une
grille composée de nℓ cellules est un vecteur de Rnℓ dont les éléments correspondent
à la valeur du champ au centre des différentes cellules. Un exemple de hiérarchie de
3 grilles est montré dans la figure 3.1.

n2 = 16
0 1

• • • • • • • • • • • • • • • •

n1 = 8
0 1

• • • • • • • •

n0 = 4
0 1

• • • •

FIGURE 3.1 – Exemple de 3 grilles de taille 4, 8 et 16. Les points
représentent le centre des cellules.

Il est important de remarquer que, par construction, les grilles ne sont pas imbri-
quées, c’est-à-dire que les points de l’espace où l’on connait la valeur du champ ne
sont pas les mêmes d’une grille à l’autre. Cette propriété découle du choix d’utiliser
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des grilles centrées sur les cellules avec un facteur de réduction de 2 entre les grilles.
Un tel choix est fait car c’est le contexte qui se rapproche le plus de celui considéré
pour l’application présentée dans le chapitre 5. Dans les méthodes multigrilles, il
est connu que l’utilisation de grilles centrées sur les cellules est un contexte plus
complexe que les grilles centrées sur les nœuds et a fait l’objet de plusieurs travaux
[33, 36, 51, 74].

On cherche maintenant à définir des opérateurs de prolongation et de restriction
pour passer d’une grille à l’autre. On choisit de considérer des opérateurs de transfert
linéaires pour leur simplicité et le faible coût de calcul de leur application (on rappelle
que l’on a supposé que leur coût était négligeable comparé à celui de l’application
du modèle). On identifie donc l’opérateur de prolongation Pℓ′

ℓ (où nℓ′ > nℓ) avec
la matrice Pℓ′

ℓ ∈ Rnℓ′×nℓ telle que Pℓ′
ℓ (xℓ) = Pℓ′

ℓ xℓ pour tout xℓ ∈ Rnℓ . De la même
manière, on identifie Rℓ

ℓ′ avec la matrice Rℓ
ℓ′ ∈ Rnℓ×nℓ′ . Le choix des opérateurs de

transfert va être guidé par la vérification de propriétés essentielles. On cherche, pour
la prolongation, à conserver la norme d’un vecteur à travers différentes grilles, i.e.,
pour nℓ′ > nℓ,

∥Pℓ′
ℓ xℓ∥Wℓ′ = ∥xℓ∥Wℓ

∀xℓ ∈ Rnℓ . (3.14)

Cette propriété peut être réecrite sous la forme

xT
ℓ (P

ℓ′
ℓ )

TWℓ′Pℓ′
ℓ xℓ = xT

ℓ Wℓxℓ, ∀xℓ ∈ Rnℓ , (3.15)

et se simplifie donc en (Pℓ′
ℓ )

TWℓ′Pℓ′
ℓ = Wℓ. Étant donné que Wℓ = n−1

ℓ Inℓ
pour

ℓ = 0, . . . , L, cela revient à imposer (Pℓ′
ℓ )

TPℓ′
ℓ = (nℓ′/nℓ)Inℓ

avec, ici, nℓ′/nℓ = 2ℓ
′−ℓ.

Pour l’opérateur de restriction on impose la relation

Rℓ
ℓ′ = αℓ′−ℓ(Pℓ′

ℓ )
T, α ∈ R. (3.16)

Cette relation est similaire à la propriété variationelle imposée dans les méthodes
multigrilles [7, Chapitre 3]. Le choix du facteur α n’est pas trivial et sera discuté par la
suite. Ce que l’on impose ici pour contraindre ce facteur α, et qui découle du problème
étudié dans ce manuscrit, est que la restriction d’un vecteur aléatoire suivant une loi
normale standard multivariée suive également une loi normale standard multivariée.
Autrement dit, on impose

Rℓ
ℓ′Xℓ′ ∼ N (0nℓ

, Inℓ
), ∀Xℓ′ ∼ N (0nℓ′ , Inℓ′ ). (3.17)

Étant donné que l’opérateur de restriction est linéaire, on a bien E[Rℓ
ℓ′Xℓ′ ] = 0nℓ

. La
covariance de Rℓ

ℓ′Xℓ′ s’écrit

C[Rℓ
ℓ′Xℓ′ ] = Rℓ

ℓ′Xℓ′(Rℓ
ℓ′Xℓ′)

T = Rℓ
ℓ′Xℓ′XT

ℓ′(R
ℓ
ℓ′)

T = Rℓ
ℓ′(R

ℓ
ℓ′)

T, (3.18)

il suffit donc de vérifier Rℓ
ℓ′(R

ℓ
ℓ′)

T = Inℓ
pour obtenir une variance unitaire.

Pour respecter ces différentes propriétés on choisit spécifiquement

Pℓ
ℓ−1 :=


1
1

1
1

. . .

 ∈ Rnℓ×nℓ−1 , (3.19)



Chapitre 3. MLMC pour des champs discrétisés spatialement 20

et

Rℓ−1
ℓ :=

1√
2
(Pℓ

ℓ−1)
T =

1√
2

1 1
1 1

. . .

 ∈ Rnℓ−1×nℓ . (3.20)

On a alors bien (Pℓ
ℓ−1)

TPℓ
ℓ−1 = 2Inℓ−1 et Rℓ−1

ℓ (Rℓ−1
ℓ )T = Inℓ−1 pour ℓ = 1, . . . , L. La

figure 3.2 montre un exemple d’application des opérateurs de transfert sur un vecteur
x.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00 x
Px

(A) Le vecteur x et sa prolongation.

0.2 0.4 0.6 0.8

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0
x
Rx

(B) Le vecteur x et sa restriction.

FIGURE 3.2 – Affichage du vecteur x (bleu) définit comme la représen-
tation discrétisé de f (x) = cos(πx) sur une grille de taille 8 centrée
sur les cellules, ainsi que sa prolongation Px ∈ R16 (orange) et sa

restriction Rx ∈ R4 (vert).

En utilisant la définition des opérateurs de prolongation et de restriction entre un
espace Hℓ et l’espace HL (cf. équations (3.4) et (3.5)), on peut construire les matrices
PL
ℓ ∈ RnL×nℓ et Rℓ

L ∈ Rnℓ×nL , pour ℓ = 0, . . . , L − 1. On pose PL
L = RL

L = InL la
matrice identité. Avec ces opérateurs fixés, il devient possible, pour une hiérarchie de
modèles ( fℓ)L

ℓ=0 donnée, de spécifier la hiérarchie ( f̃ℓ)L
ℓ=0 définie dans l’équation (3.6)

et d’estimer µL à l’aide de l’estimateur MLMC (3.7).

3.3 Analyse spectrale

L’utilisation de grilles de différentes fidélités et d’opérateurs de transfert entre
ces grilles est à la base des méthodes multigrilles [69, 7, 76] et, dans un tel contexte,
l’impact de ces opérateurs a été fortement étudié. Les effets de ces opérateurs sont
notamment étudiés sous le prisme d’une analyse spectrale, c’est à dire en décompo-
sant le champ discrétisé considéré en composantes associées aux différentes échelles
spatiales représentables. Nous adaptons cet outil à l’estimateur MLMC (3.7) afin
d’étudier les effets des opérateurs de transfert (3.19) et (3.20) et leur impact sur la
variance de l’estimateur.

3.3.1 Base de Hartley

On commence par s’intéresser à la décomposition d’un champ discrétisé en diffé-
rentes composantes associées aux échelles spatiales représentables. La décomposition



Chapitre 3. MLMC pour des champs discrétisés spatialement 21

discrète de Fourier est courante pour une telle étude, mais il est possible d’utiliser
d’autres décompositions, par exemple une base de sinus dans [7]. On propose d’utili-
ser la base de Hartley [5, 6], définie comme la somme des parties réelles et imaginaires
de la base de Fourier et qui a pour avantage que les vecteurs de la base sont tous réels.
L’absence de complexes facilite la visualisation des différents vecteurs de la base et
l’interprétation des différentes échelles. On adapte la base de Hartley de [5] pour des
grilles centrées sur les cellules en définissant les matrices de Hartley Hℓ ∈ Rnℓ×nℓ

pour ℓ = 0, . . . , L par

(Hℓ)j,k :=
1√
nℓ

(
cos

2(j + 1
2 )kπ

nℓ
+ sin

2(j + 1
2 )kπ

nℓ

)
, ∀j, k = 0, . . . , nℓ − 1. (3.21)

Les matrices Hℓ sont orthogonales par rapport au produit scalaire canonique pour
tout ℓ = 0, . . . , L, i.e., HT

ℓ Hℓ = HℓHT
ℓ = Inℓ

(cf. section A.1). Il faut, cependant, noter
qu’elles ne sont pas symétriques. On désigne par hℓ

k la colonne k de la matrice Hℓ

pour k = 0, . . . , nℓ − 1. Les colonnes de cette matrice forment la base de Hartley
centrée sur les cellules. La figure 3.3 présente les colonnes de la matrice de Hartley
H0 de taille n0 = 16 et permet de visualiser les différentes échelles représentables sur
une grille de taille n0.
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FIGURE 3.3 – Les colonnes h0
k de la matrice de Hartley H0 où n0 = 16.

Elles sont représentées sur une grille qui discrétise [0, 1] en n0 cellules.
Chaque colonne correspond à une échelle représentable sur la grille

associée.

On appelle grandes échelles (ou basses fréquences) les composantes associées aux
colonnes hℓ

k avec k < nℓ/4 ou k ⩾ 3nℓ/4. Les composantes associées aux colonnes
hℓ

k avec 3nℓ/4 > k ⩾ nℓ/4 sont les fines, ou petites échelles (ou hautes fréquences).
Par définition d’une base, tout vecteur de Rnℓ peut s’écrire comme une combinaison
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linéaire de colonnes de Hℓ :

∀xℓ ∈ Rnℓ , ∃α0, . . . , αnℓ−1 ∈ R; xℓ =
nℓ−1

∑
k=0

αkhℓ
k. (3.22)

Pour certaines figures ou représentations il est plus pertinent de réordonner les
colonnes de Hℓ par échelle représentable de longueur décroissante, i.e., par fréquence
croissante. On définit la matrice de Hartley réordonnée

H∗
ℓ :=

[
hℓ

0 hℓ
nℓ−1 hℓ

1 hℓ
nℓ−2 · · · hℓ

nℓ/2−1 hℓ
nℓ/2

]
. (3.23)

Cette matrice H∗
ℓ est obtenue en multipliant Hℓ à droite par la matrice de permutation

Π = (Πj,k)
nℓ−1
j,k=0 avec Πj,2k = δj,k et Πj,2k+1 = δj,nℓ−k−1 pour j = 0, . . . , nℓ − 1 et

k = 0, . . . , nℓ/2 − 1. Les vecteurs réordonnés sont présentés sur la figure 3.4.
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FIGURE 3.4 – Les colonnes (h∗)0
k de la matrice de Hartley réordonnée

H∗
0 où n0 = 16. Elles sont représentées sur une grille qui discrétise

[0, 1] en n0 cellules. Les fréquences représentées sont, ici, croissantes
avec k.

La base de Hartley permet ainsi de décomposer un vecteur en une somme des
contributions des différentes échelles. En exploitant son orthogonalité, on peut utiliser
HL pour décomposer la MSE de l’estimateur MLMC µ̂MLMC

L , donnée dans l’équa-
tion (3.8),

MSE(µ̂MLMC
L , µ) = E[∥µ̂MLMC − µ∥2

WL
] (3.24)

= E[∥VT
L(µ̂

MLMC
L − µ)∥2

InL
] (3.25)

= E[∥HT
L VT

L(µ̂
MLMC
L − µ)∥2

InL
] (3.26)
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En utilisant le fait que, sur les grilles régulières, on a WL = n−1
L InL , on peut exprimer

la MSE de la manière suivante :

MSE(µ̂MLMC
L , µ) = E[∥HT

L VT
L(µ̂

MLMC
L − µ)∥2

InL
] (3.27)

= E[
nL−1

∑
k=0

(HT
LVT

L(µ̂
MLMC
L − µ))2

k ] (3.28)

= E[
nL−1

∑
k=0

1
nL

(
nL−1

∑
j=0

(HL)
T
k,j(µ̂

MLMC
L − µ)j)

2] (3.29)

= E[
nL−1

∑
k=0

1
nL

(
nL−1

∑
j=0

(HL)j,k(µ̂
MLMC
L − µ)j)

2] (3.30)

= E[
nL−1

∑
k=0

1
nL

((hL
k )

T(µ̂MLMC
L − µ))2] (3.31)

=
nL−1

∑
k=0

1
nL

E[((hL
k )

T(µ̂MLMC
L − µ))2] (3.32)

=
nL−1

∑
k=0

νk (3.33)

= ∥ν∥1, (3.34)

avec ν = (νk)
nL−1
k=0 le vecteur de la MSE spectrale donc les éléments sont νk :=

n−1
L E[((hL

k )
T(µ̂MLMC

L − µ))2]. Chacun des éléments de ce vecteur correspond à la MSE
d’une des composante d’échelle de l’estimateur dans la base HL et la MSE totale est
la somme de ces coefficients. On rappelle que l’on s’intéresse à la MSE par rapport à
µL = E[XL] et on a E[µ̂MLMC

L ] = µL. On a alors

νk =
1

nL
E[((hL

k )
T(µ̂MLMC

L − µL))
2] (3.35)

=
1

nL
E[((hL

k )
T(µ̂MLMC

L − E[µ̂MLMC
L ]))2] (3.36)

=
1

nL
E[((hL

k )
T(µ̂MLMC

L − E[(hL
k )

Tµ̂MLMC
L ]))2] (3.37)

=
1

nL
V[(hL

k )
Tµ̂MLMC

L ]. (3.38)

La MSE est alors égale à la variance de l’estimateur

MSE(µ̂MLMC
L , µL) = V(µ̂MLMC

L ) = ∥ν∥1 =
nℓ−1

∑
k=0

νk, (3.39)

avec νk = n−1
L V[(hL

k )
Tµ̂MLMC

L ] et le vecteur ν que l’on appelle vecteur de variance
spectrale.

3.3.2 Effets des opérateurs de transfert sur la base de Hartley

On souhaite étudier les effets de l’application des opérateurs de transfert sur les
différentes composantes d’échelle d’un champ discrétisé. Ces effets ont déjà été le
sujet de nombreux travaux pour les méthodes multigrilles [7, 69, 76]. On étudie ici



Chapitre 3. MLMC pour des champs discrétisés spatialement 24

l’effet des opérateurs de transfert spécifiques des équations (3.19) et (3.20) sur les
vecteurs de la base de Hartley (3.21).

Prolongation de la base de Hartley

On présente les résultats pour un niveau ℓ fixé entre 1 et L et pour l’opérateur de
prolongation P := Pℓ

ℓ−1. Pour j, k = 0, . . . , nℓ−1 − 1,

(Phℓ−1
k )2j = (Phℓ−1

k )2j+1 = (hℓ−1
k )j (3.40)

=
1

√
nℓ−1

(
cos

2(j + 1
2 )kπ

nℓ−1
+ sin

2(j + 1
2 )kπ

nℓ−1

)
(3.41)

=

√
2√
nℓ

(
cos

(4j + 2)kπ

nℓ
+ sin

(4j + 2)kπ

nℓ

)
, (3.42)

car nℓ = 2nℓ−1. En décomposant (4j + 2)kπ = (4j + 1)kπ + kπ et en utilisant les
relations trigonométriques sur le cosinus ou le sinus d’une somme, on obtient,

(Phℓ−1
k )2j =

√
2 cos

kπ

nℓ
(hℓ

k)2j +

√
2√
nℓ

[
sin

kπ

nℓ

(
cos

(4j + 1)kπ

nℓ
− sin

(4j + 1)kπ

nℓ

)]
.

(3.43)
On note ck := cos(kπ/(nℓ)) dans la suite. Le second terme de cette expression peut
être simplifié en utilisant les relations suivantes

sin
kπ

nℓ
= sin

(
(nℓ−1 + k)π

2nℓ−1
− π

2

)
= −cnℓ−1+k, (3.44)

cos
(4j + 1)kπ

nℓ
= cos

(
(4j + 1)(nℓ−1 + k)π

nℓ
− π

2

)
= sin

(4j + 1)(nℓ−1 + k)π
nℓ

,

(3.45)

sin
(4j + 1)kπ

nℓ
= sin

(
(4j + 1)(nℓ−1 + k)π

nℓ
− π

2

)
= − cos

(4j + 1)(nℓ−1 + k)π
nℓ

.

(3.46)

On obtient alors que
√

2√
nℓ

[
sin

kπ

nℓ

(
cos

(4j + 1)kπ

nℓ
− sin

(4j + 1)kπ

nℓ

)]
= −

√
2cnℓ−1+k(hℓ

nℓ−1+k)2j, (3.47)

et on peut conclure que (Phℓ−1
k )2j =

√
2(ck(hℓ

k)2j − cnℓ−1+k(hℓ
nℓ−1+k)2j). De la même

manière on a (Phℓ−1
k )2j+1 =

√
2(ck(hℓ

k)2j+1 − cnℓ−1+k(hℓ
nℓ−1+k)2j+1). Ces résultats

peuvent être réecrit vectoriellement,

Phℓ−1
k =

√
2(ckhℓ

k − cnℓ−1+khℓ
nℓ−1+k), ∀k = 0, . . . , nℓ−1 − 1. (3.48)

Une visualisation de ce résultat est présenté sur la figure 3.5 avec la prolongation des
vecteurs de la base de Hartley de taille 8.

La prolongation d’un vecteur colonne hℓ−1
k de la base associée à une grille gros-

sière aboutit à une combinaison linéaire de deux vecteurs colonnes de la base sur la
grille fine, hℓ

k et hℓ
nℓ−1+k pour k = 0, . . . , nℓ−1. Les coefficients intervenants dans cette
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FIGURE 3.5 – Les colonnes h0
k (bleu) de la matrice de Hartley H0 de

taille n0 = 8 et leur prolongation Ph0
k (noir) qui sont donc des vecteurs

de taille n1 = 16.

combinaison linéaire sont strictement décroissants selon k, i.e.,

1 = c0 > c1 > · · · > (cnℓ−1 = 0) > · · · > c2nℓ−1−1 > −1. (3.49)

Dans cette combinaison linéaire, l’un des deux vecteurs, hℓ
k ou hℓ

nℓ−1+k, représente la

même échelle que le vecteur prolongé hℓ−1
k . En effet, pour k < nℓ−1/2, les vecteurs

hℓ−1
k et hℓ

k correspondent à la même échelle, tandis que pour k ⩾ nℓ−1/2, c’est le
vecteur hℓ

nℓ−1+k qui correspond à la même échelle que hℓ−1
k . Cela peut se constater

avec les figures 3.3 et 3.5 où, par exemple, la prolongation de h0
1 est une combinaison

linéaire de h1
1 et h1

9 avec h1
1 qui représente la même échelle que h0

1. L’autre colonne
correspond alors toujours à une échelle plus petite (ou une fréquence plus élevée) et
ajoute donc une échelle parasite dans le résultat de la prolongation. Heureusement,
ce terme est celui avec la plus faible amplitude. En effet, ck tend vers 1 et cnℓ−1+k vers
0 lorsque k tend vers 0. À l’inverse, −cnℓ−1+k tend vers 1 et ck vers 0 lorsque k tend
vers nℓ−1. La prolongation d’un vecteur hℓ−1

k introduit donc un terme parasite associé
à une petite échelle qui n’est pas représentable sur la grille grossière de taille nℓ−1.
Ce terme parasite est d’amplitude plus faible que celui associé aux grandes échelles
mais constitue, néanmoins, une erreur dans le vecteur prolongé.

Restriction de la base de Hartley

Pour la restriction R := Rℓ−1
ℓ et pour j = 0 . . . , nℓ−1 − 1, k = 0, . . . , 2nℓ−1 − 1,

(Rhℓ
k)j =

1√
2
((hℓ

k)2j + (hℓ
k)2j+1) (3.50)

=
1√
2nℓ

[
cos

(4j+1)kπ

nℓ
+ cos

(4j+3)kπ

nℓ
+ sin

(4j+1)kπ

nℓ
+ sin

(4j+3)kπ

nℓ

]
(3.51)

=
1√
2nℓ

[
2 cos

(8j+4)kπ

2nℓ
cos

2kπ

2nℓ
+ 2 sin

(8j+4)kπ

2nℓ
cos

2kπ

2nℓ

]
(3.52)

=
ck√
nℓ−1

[
cos

(2j+1)kπ

nℓ−1
+ sin

(2j+1)kπ

nℓ−1

]
. (3.53)
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Pour k = 0, . . . , nℓ−1 − 1 on a alors directement Rhℓ
k = ckhℓ−1

k . Pour les autres
colonnes de la matrice de Hartley on a, pour k = 0, . . . , nℓ−1 − 1,

(Rhℓ
nℓ−1+k)j =

cnℓ−1+k√
nℓ−1

[
cos
(
(2j + 1)kπ

nℓ−1
+ π

)
+ sin

(
(2j + 1)kπ

nℓ−1
+ π

)]
(3.54)

= −cnℓ−1+k(hℓ−1
k )j. (3.55)

Ce qui, vectoriellement, donne

Rhℓ
k = ckhℓ−1

k et Rhℓ
nℓ−1+k = −cnℓ−1+khℓ−1

k , ∀k = 0, . . . , nℓ−1 − 1. (3.56)

La figure 3.6 présente une visualisation de ce résultat avec la restriction des vecteurs
de la base de Hartley de taille 16.
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FIGURE 3.6 – Les colonnes h1
k (bleu) de la matrice de Hartley H1 de

taille n1 = 16 et leur restriction Rh1
k (noir) qui sont donc des vecteurs

de taille n0 = 8.

Pour k < nℓ−1, la restriction d’un vecteur hℓ
k de la base Hℓ sur la grille fine

correspond au k-ième vecteur de la base Hℓ−1 sur la grille grossière, réduit par le
facteur ck qui est compris entre 0 et 1. Ce vecteur hℓ−1

k obtenu représente la même
échelle si k < nℓ−1/2, et réprésente une échelle plus grande si k ⩾ nℓ−1/2. Par
exemple, en comparant les figures 3.3 et 3.6, on a bien les restrictions de h1

0, h1
1, h1

2
et h1

3 qui représentent les mêmes échelles, tandis que pour h1
4, h1

5, h1
6 et h1

7, dont les
échelles ne sont pas représentables sur la grille de taille n0, leur restriction correspond
à des échelles plus grandes. Pour k ⩾ nℓ−1 les résultats sont similaires. La restriction
du vecteur hℓ

nℓ−1+k est le vecteur complémentaire hℓ−1
k de la grille grossière réduit par

le facteur −cnℓ−1+k compris entre 0 et 1. Pour k ⩾ 3nℓ−1/2 le vecteur obtenu représente
bien la même échelle et pour k < 3nℓ−1/2 une échelle plus grande. Heureusement,
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et de la même manière que pour la prolongation, la restriction des petites échelles
nℓ−1/2 ⩽ k < 3nℓ−1/2 non représentables sur la grille grossière, et qui aboutissent à
des représentation parasitées par des échelles plus grandes, sont les plus réduites car
ck tend vers 0 quand k tend vers nℓ−1. Ce phénomène de repliement du spectre lors
du passage d’une grille fine à une grille grossière est également appelé aliasing.

Combinaison de la restriction et de la prolongation

En définissant la matrice C := [Diag({ck}
nℓ−1−1
k=0 ) Diag({−cnℓ−1+k}

nℓ−1−1
k=0 )] ∈

Rnℓ−1×nℓ , on peut réécrire les équations (3.48) et (3.56) de manière compacte,

PHℓ−1 =
√

2HℓCT, et RHℓ = Hℓ−1C. (3.57)

En utilisant l’orthogonalité des matrices Hℓ et Hℓ−1, on peut également obtenir les
relations

HT
ℓ P = HT

ℓ PHℓ−1HT
ℓ−1 =

√
2CTHT

ℓ−1, et HT
ℓ−1R = HT

ℓ−1RHℓHT
ℓ = CHT

ℓ . (3.58)

On obtient alors directement

PRHℓ = PHℓ−1C =
√

2HℓCTC. (3.59)

Pour simplifier les expressions suivantes, on ommet les indices de début et de fin des
suites qui vont, ici, toujours de k = 0 à k = nℓ−1 − 1. Ainsi, {ck} := {ck}

nℓ−1−1
k=0 , et on

simplifie de la même manière l’écriture de toutes les autres suites. On obtient alors
l’expression suivante de la matrice CTC ∈ Rnℓ−1×nℓ−1,

CTC =

[
Diag({ck})

Diag({cnℓ−1+k})

] [
Diag({ck}) Diag({cnℓ−1+k})

]
(3.60)

=

[
Diag({c2

k}) Diag({−ckcnℓ−1+k})
Diag({−ckcnℓ−1+k}) Diag({c2

nℓ−1+k})

]
(3.61)

=



c2
0 −c0cnℓ−1

. . . . . .
c2

nℓ−1−1 −cnℓ−1−1cnℓ−1

−c0cnℓ−1 c2
nℓ−1

. . . . . .
−cnℓ−1−1cnℓ−1 c2

nℓ−1


. (3.62)

Cette matrice permet de constater à nouveau les effets des opérateurs de transfert
sur les vecteurs d’une base de Hartley. Idéalement, on aimerait que

√
2CTC (et, par

conséquent, PR) soit la plus proche possible de la matrice identité. Cela signifierait
que la suite d’opération composée de la restriction vers une grille plus grossière que
celle de départ, suivie de la prolongation vers la grille de départ, préserve toutes
les composantes d’échelles. Ce n’est, cependant, pas le cas, plusieurs composantes
parasites sont introduites avec l’apparition des termes extra-diagonaux, tandis que
les autres composantes ont leur amplitude diminuée.
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3.3.3 Impact sur la variance du MLMC

En ayant une meilleure idée des effets des opérateurs de transfert de grille, on
cherche maintenant à connaitre les conséquences de ces effets sur l’estimateur MLMC,
et plus particulièrement sur sa MSE. On rappelle que, dans notre cas, la MSE est
seulement constituée de la variance de l’estimateur car on estime l’espérance de la
sortie du modèle haute fidélité. Pour étudier plus en détail la variance de l’estimateur
MLMC présenté dans l’équation (3.7) avec les modèles f̃ℓ définis par l’équation (3.6),
nous allons formuler des hypothèses sur les modèles fℓ.

Modèles linéaires

On suppose ici que les applications fℓ sont linéaires pour ℓ = 0, . . . , L et que l’on
peut donc les identifier avec des matrices Fℓ ∈ Rnℓ×nℓ . Par conséquent, les modèles f̃ℓ
sont également linéaires et peuvent être identifiés avec les matrices

F̃ℓ := PL
ℓ FℓRℓ

L ∈ RnL×nL (3.63)

pour ℓ = 0, . . . , L et avec PL
L = RL

L = InL . Ces matrices correspondent aux simulateurs
utilisés dans l’estimateur MLMC (3.7) de E[FLXL] avec XL un vecteur aléatoire. On a
alors, en partant de l’équation (3.11),

V(µ̂MLMC
L ) =

1
M0

V(F̃0XL) +
L

∑
ℓ=1

1
Mℓ

V(F̃ℓXL − F̃ℓ−1XL). (3.64)

Pour une matrice M ∈ RnL×nL ,

V(MXL) = E[∥MXL − E[MXL]∥2
WL

] = E[∥MẊL∥2
WL

], (3.65)

où ẊL := XL − E[XL]. On a alors,

V(MXL) = E[(MẊL)
TWL(MẊL)] = tr(E[ẊT

LMTWLMẊL]) (3.66)

= E[tr(ẊT
LMTWLMẊL)] = E[tr(MTWLMẊLẊT

L)] (3.67)

= tr(MTWLME[ẊLẊT
L]) = tr(MTWLMG) (3.68)

= tr((MG1/2)TWL(MG1/2)) = ∥MG1/2∥2
F,WL

, (3.69)

avec G := E[ẊLẊT
L] la matrice de covariance de ẊL admettant la décomposition

G = G1/2G1/2, tr(·) l’opérateur trace et ∥ · ∥F,WL : M 7→ tr(MTWLM)1/2 la norme de
Frobenius pondérée par la matrice WL. Il est alors possible de réécrire la variance de
l’estimateur MLMC de l’équation (3.11)

V(µ̂MLMC
L ) =

1
M0

∥F̃0G1/2∥2
F,WL

+
L

∑
ℓ=1

1
Mℓ

∥(F̃ℓ − F̃ℓ−1)G1/2∥2
F,WL

. (3.70)

Pour décomposer cette variance en contributions dans la base de Hartley, on note

H̃L = VLHLV−1
L , (3.71)
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et on utilise, pour toute matrice M ∈ RnL×nL , la relation

∥H̃T
LM∥2

F,WL
= tr(MTH̃LWLH̃T

LM) (3.72)

= tr(MTH̃LVLVT
LH̃T

LM) (3.73)

= tr(MTVLHLV−1
L VLVT

LV−T
L HT

LVT
LM) (3.74)

= tr(MTVLHLHT
LVT

LM) (3.75)

= tr(MTVLVT
LM) (3.76)

= tr(MTWLM) (3.77)

= ∥M∥2
F,WL

, (3.78)

obtenue par orthogonalité des colonnes de HL. On peut alors écrire, en utilisant la
relation (3.72) en combinaison avec l’équation (3.70),

V(µ̂MLMC
L ) =

1
M0

∥H̃T
LF̃0G1/2∥2

F,WL
+

L

∑
ℓ=1

1
Mℓ

∥H̃T
L(F̃ℓ − F̃ℓ−1)G1/2∥2

F,WL
. (3.79)

Dans le cas de grilles régulières où VL = n−1/2
L InL , on a H̃L = HL et

V(µ̂MLMC
L ) =

1
M0

∥HT
LF̃0G1/2∥2

F,WL
+

L

∑
ℓ=1

1
Mℓ

∥HT
L(F̃ℓ − F̃ℓ−1)G1/2∥2

F,WL
. (3.80)

Ces équations mettent en avant que la réduction de la variance de l’estimateur MLMC
dépend fortement de la similarité entre les modèles de fidélités successives, c’est-à-
dire de la différence F̃ℓ − F̃ℓ−1. Les modèles F̃ℓ étant construits à partir des modèles
originaux Fℓ et des opérateurs de transfert, le choix de ces derniers peut avoir un
impact important sur la variance de l’estimateur.

Modèles linéaires, symétriques circulants

On suppose maintenant que les opérateurs linéaires Fℓ sont symétriques et circu-
lants pour ℓ = 0, . . . , L. Ces propriétés permettent alors de diagonaliser ces matrices
dans la base de Hartley (3.21), comme démontré dans l’section A.2. On a, pour
ℓ = 0, . . . , L,

Fℓ = HℓΛℓHT
ℓ , Λℓ := Diag({λℓ

k}
nℓ−1
k=0 ), (3.81)

ce qui permet, en utilisant les relations de l’équation (3.58), de réécrire les opérateurs
F̃ℓ. Afin de simplifier l’analyse qui suit, on se restreint à deux niveaux de fidélité, et
donc à un estimateur MLMC bi-niveaux. On considère les modèles F0 et F1 définis sur
les grilles de taille n0 et n1 = 2n0. On note P = P1

0 et R = R0
1, on a F̃1 = F1 = H1Λ1HT

1 ,
et, à l’aide des équations (3.57) et (3.58),

F̃0 = PF0R = PH0Λ0HT
0 R =

√
2H1CTΛ0CHT

1 , (3.82)

où C = [Diag({ck}n0−1
k=0 ) Diag({−cn0+k}n0−1

k=0 )] ∈ Rn0×n1 est la matrice utilisée dans la
section 3.3.2 pour ℓ = 1. On définit la matrice

M =
√

2CTΛ0C =

[
M11 M12

M21 M22

]
, (3.83)
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avec

M11 :=
√

2 Diag({c2
kλ0

k}
n0−1
k=0 ), (3.84)

M22 :=
√

2 Diag({c2
n0+kλ0

k}
n0−1
k=0 ), (3.85)

M12 :=
√

2 Diag({−ckcn0+kλ0
k}

n0−1
k=0 ) = M21. (3.86)

Donc HT
1 F̃0 = MHT

1 et HT
1 F1 = ΛHT

1 , et l’équation (3.80) devient, pour l’estimateur
MLMC à deux niveaux,

V(µ̂MLMC
1 ) =

1
M0

∥MHT
1 G1/2∥2

F,W1
+

1
M1

∥(Λ1 − M)HT
1 G1/2∥2

F,W1
. (3.87)

L’hypothèse des modèles linéaires, symétriques et circulants permet ici d’exprimer
la différence entre les deux modèles F̃1 et F̃0 en fonction de la différence entre Λ1 et
M. Il est alors bien plus facile de constater les effets des opérateurs de transfert de
grilles sur l’estimateur, les informations relatives aux modèles étant contenues dans
leur valeurs propres. Comparés à la matrice composée seulement de la diagonale de
M, les blocs extra-diagonaux M12 et M21 contribuent à l’augmentation de la norme
de cette différence, et donc à l’augmentation de la variance de ce terme de correction.
Ces blocs extra-diagonaux sont issus de l’opérateur de prolongation qui introduit
des composantes petites échelles. Les effets de la restriction se constatent dans le
repliement du spectre, les valeurs propres de l’opérateur F0 apparaissent deux fois
sur la diagonale de M. Il est cependant plus compliqué de voir comment réduire
la différence entre la diagonale de M et Λ1 sans avoir une expression des valeurs
propres de F0.

Opérateurs de Galerkin

On introduit ici l’opérateur de Galerkin qui permet de construire de manière
algébrique un modèle sur une grille grossière à partir d’un modèle de plus haute
fidélité. Cet opérateur est couramment utilisé dans les méthodes multigrilles [7] et il
est ici utilisé pour construire F0 à partir de F1,

F0 :=
1
2

RF1P. (3.88)

Proposition 1. L’opérateur F0 défini dans l’équation (3.88) est celui qui minimise ∥F1 −
PF0R∥2

F,W1
pour les opérateurs de transfert fixés dans les équations (3.19) et (3.20) et pour

W1 = n−1
1 In1 .

Preuve. Soient n1, n0 ∈ N tels que n1 > n0 > 0, et soient A1 ∈ Rn1×n1 et A0 ∈
Rn0×n0 deux opérateurs linéaires. Soient R ∈ Rn0×n1 et P ∈ Rn1×n0 des opérateurs de
restriction et de prolongation, respectivement, tels que RRT = In0 et P = αRT, pour
un α ∈ R fixé. On cherche à obtenir l’opérateur A∗

0 qui minimise ∥A1 − PA0R∥2
F,W1

parmis tous les opérateurs linéaires A0 ∈ Rn0×n0 . On se restreint au cas W1 = wIn1 ,
avec w > 0, pour avoir

A∗
0 := arg min

A0∈Rn0×n0

∥A1 − PA0R∥2
F,W1

= arg min
A0∈Rn0×n0

∥A1 − PA0R∥2
F, (3.89)
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où ∥ · ∥F correspond à la norme de Frobenius. On commence par écrire

∥A1 − PA0R∥2
F = ∥A1 − PA0R∥2

F (3.90)

= ∥ vec(A1 − PA0R)∥2
2 (3.91)

= ∥ vec(A1)− vec(PA0R)∥2
2 (3.92)

= ∥ vec(A1)− (RT ⊗ P) vec(A0)∥2
2, (3.93)

où vec(·) est l’opérateur de vectorisation d’une matrice qui empile ses colonnes les
unes sur les autres. L’équation (3.89) est ainsi écrit sous la forme d’un problème aux
moindres carrés ordinaires dont la solution est

vec(A∗
0) =

(
(RT ⊗ P)T(RT ⊗ P)

)−1
(RT ⊗ P)T vec(A1) (3.94)

=
(
(R ⊗ PT)(RT ⊗ P)

)−1
(R ⊗ PT) vec(A1) (3.95)

= (RRT ⊗ PTP)−1 vec(PTA1RT) (3.96)

= (In0 ⊗ α2In0)
−1 vec((αR)A1(α

−1P)) (3.97)

= α−2(In0 ⊗ In0) vec(RA1P) (3.98)

= α−2 vec(RA1P), (3.99)

où ⊗ désigne le produit de Kronecker. Ce résultat donne bien A∗
0 = α−2RA1P. Les

opérateurs de transfert des équations (3.19) et (3.20) suivent la relation P =
√

2RT, on
a α =

√
2 et A∗

0 = (1/2)RA1P.
Quand la matrice de covariance de la variable aléatoire centrée ẊL est la matrice

identité, (3.88) minimise la variance du terme de correction de l’équation (3.70). Il
est à noter que l’opérateur de Galerkin est rarement utilisé en pratique car il doit
être calculé et stocké explicitement. Il permet, cependant, dans des développement
théoriques comme celui ci, de s’assurer d’avoir la définition optimale d’un opérateur
basse fidélité. En utilisant les identités (3.57) et (3.58), on a

F0 =
1
2

RF1P =
1
2

RH1Λ1HT
1 P =

√
2

2
H0CΛ1CTHT

0 . (3.100)

On simplifie à nouveau les expressions suivantes en ommettant les indices de début
et de fin des suites qui vont, ici, toujours de k = 0 à k = n0 − 1. On a

CΛ1CT =

[
Diag({ck})

Diag({−cn0+k})

]T [
Diag({λ1

k}) 0
0 Diag({λ1

n0+k})

] [
Diag({ck})

Diag({−cn0+k})

]
(3.101)

= Diag({c2
kλ1

k}) + Diag({c2
n0+kλ1

n0+k}). (3.102)

La matrice Λ0 :=
√

2
−1

CΛ1CT est donc la matrice diagonale des valeurs propres de
F0 et on peut exprimer les valeurs propres {λ0

k}
n0−1
k=0 de F0 en fonction de celles de F1,

λ0
k =

1√
2
(c2

kλ1
k + c2

n0+kλ1
n0+k), ∀k = 0, . . . , n0 − 1. (3.103)
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Les blocs de la matrice M, définie dans l’équation (3.83), deviennent alors

M11 := Diag({c4
kλ1

k + c2
kc2

n0+kλ1
n0+k}

n0−1
k=0 ), (3.104)

M22 := Diag({c4
n0+kλ1

k + c2
kc2

n0+kλ1
k}

n0−1
k=0 ) = Diag({c4

kλ1
k + c2

k−n0
c2

kλ1
k−n0

}2n0−1
k=n0

),
(3.105)

M12 := Diag({−c3
kcn0+kλ1

k − ckc3
n0+kλ1

n0+k}
n0−1
k=0 ) = M21. (3.106)

La réécriture du bloc M22 en utilisant la relation −cn0+k = cn0+k−2n0 = ck−n0 permet
de mieux comparer la diagonale de M à Λ1. On peut, en effet, constater que l’écart
entre la diagonale de M et Λ1 se situe, premièrement, dans le facteur réducteur c4

k ⩽ 1
associé à la k-ième valeur propre, et deuxièmement, dans le terme additif composé
d’une valeur propre complémentaire, heureusement réduit par un facteur c2

kc2
n0+k < 1

pour tout k = 0, . . . , 2n0 − 1. Les blocs extra-diagonaux, quant à eux, contribuent à
augmenter la norme de la différence et l’on utilise donc directement leur expression
donnée dans l’équation (3.85). Afin de mieux visualiser l’écart entre M et Λ1, la
figure 3.7 représente les différents coefficients sous forme graphique.

0 8 16 24 32
k

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00
c4

k

c2
kc2

n0 + k

|ckcn0 + k|

FIGURE 3.7 – Les facteurs devant les valeurs propres dans la matrice
M en fonction de k = 0, . . . , n1 − 1. La courbe noire correspond aux
facteurs devant la bonne valeur propre sur la diagonale de M, tandis
que la courbe bleue est associée aux facteurs devant le terme parasite
des valeurs propres complémentaires. Finalement la courbe orange
correspond aux facteurs des blocs extra-diagonaux dans leur écriture

en fonction de λ0.

Pour que M soit égale à Λ1 il faudrait que la courbe noire soit constante et égale à 1,
et que les courbes bleue et orange soient nulles. On remarque donc que, pour k proche
de 0 ou de n1 − 1, on s’approche d’un tel résultat car les coefficients c4

k devant la
k-ième valeur propre sont proches de 1, tandis que les coefficients des valeurs propres
complémentaires n0 + k et des termes extra-diagonaux sont proches de 0. Pour k = 0
la représentation est même parfaite car c4

0 = 1 tandis que c2
kc2

n0+k = ckcn0+k = 0. Les
composantes associées aux grandes échelles (basses fréquences) qui correspondent
aux k proches de 0 ou de n1 − 1 sont donc plutôt bien représentées. Cependant la
rapide décroissance des facteurs c4

k quand k tend vers n0 conduit à une représentation
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fortement atténuée des moyennes et petites échelles. L’amplitude des composantes
parasites devient alors bien plus importante relativement aux composantes correctes,
aboutissant à des représentation très éloignées des valeurs propres de Λ1. Excepté
pour la valeur propre λ1

0 qui est parfaitement représentée, toutes les autres com-
posantes sont erronées avec une erreur qui croît quand k tend vers n0. Les petites
échelles, qui ne peuvent pas être représentées sur la grille grossière, sont alors très
mal estimées.

3.4 Illustration 1D

Après avoir exprimé les effets des opérateurs de prolongation et de restriction
choisis ici sur la base de Harltey, on a pu exprimer leur impact sur la variance d’un
estimateur MLMC à deux niveaux dans le cas de modèles linéaires, symétriques
et circulants. Ces opérateurs de transfert introduisent des composantes parasites
et créent un repliement du spectre qui apporte des erreurs dans la représentation
de toutes les échelles (sauf la composante constante associée à la première valeur
propre), et, plus spécifiquement, aux petites échelles. Dans cette section, on illustre
ces différents phénomènes et leur impact sur la variance de l’estimateur grâce à des
expériences numériques sur un modèle jouet.

3.4.1 Présentation du problème

Pour illustrer les résultats précédents on se place dans le même contexte. L’ex-
périence numérique se base donc sur une discrétisation, par L + 1 grilles centrées
sur les cellules, du domaine D = [0, 1]. Les grilles sont uniformes et composées de
nℓ cellules, chacune de taille n−1

ℓ , pour ℓ = 0, . . . , L. Leur matrice de Gram associée
est Wℓ = n−1

ℓ Inℓ
. On considère différentes hiérarchies pour L ∈ {0, . . . , 5} en fixant

la taille de la grille la plus fine à nL = 512. La taille des grilles plus grossières est
obtenue avec un facteur de réduction fixé nℓ+1/nℓ = 2 pour ℓ = 0, . . . , L − 1, ce qui
donne nℓ = 2ℓ−LnL. Les opérateurs de prolongation et de restriction entre deux grilles
successives sont ceux définis dans les équations (3.19) et (3.20), et les opérateurs de
transfert entre la grille fine et une autre grille arbitraire sont définis dans les équa-
tions (3.4) et (3.5). La matrice de Hartley HL utilisée pour décomposer la variance des
estimateurs est définie dans l’équation (3.21).

Le simulateur fL sur la grille fine est choisi linéaire, symétrique et circulant et est
donc représenté par une matrice AL ∈ R512×512. La construction de cette matrice sera
détaillée dans le chapitre 5 à partir, notamment, de l’équation (5.18). On se contentera
ici de mentionner que cette matrice correspond à un facteur de la décomposition d’une
matrice de covariance LL = ALAT

L avec des conditions aux bords périodiques, et donc,
pour XL ∼ N (0nL , InL), ALXL ∼ N (0nL , LL). Un paramètre D ∈ R est utilisé pour
représenter la longueur de corrélation de cet opérateur. Pour cette illustration, deux
longueurs de corrélation sont considérées, D = 0.06 ≈ 30n−1

L et D = 0.01 ≈ 5n−1
L . On

notera A006
L (resp. A001

L ) la matrice construite à partir de la longueur de corrélation
D = 0.06 (resp. D = 0.01). La figure 3.8 présente les deux matrices A006

L et A001
L .

Ces opérateurs étant, par construction, symétriques et circulants, ils sont diagona-
lisables dans la base de Hartley HL. La figure 3.9 représente les valeurs propres des
matrices A006

L et A001
L dans la base de Hartley ordonnée suivant les colonnes de H∗

L
(cf. équation (3.23)).

Une longueur de corrélation plus élevée réduit les valeurs propres associées aux
petites échelles, aboutissant à un champ contenant principalement des composantes
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FIGURE 3.8 – Représentation des matrices A006
L et A001

L .
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FIGURE 3.9 – Valeurs propres λk des matrices A006
L (noir) et A001

L (bleu)
dans la base de Hartley réordonnée H∗

L.

grandes échelles. À l’inverse, une longueur de corrélation plus petite augmente les
valeurs propres associées aux moyennes et petites échelles qui deviennent alors bien
plus significatives.

Le problème étudié est celui de l’estimation de E[ALXL] où XL ∼ N (0nL , InL) est
un vecteur aléatoire de taille nL suivant une loi normale multivariée. Donc, dans
notre cas, la matrice G définie dans la section 3.3.3 est telle que G = E[XLXT

L] = InL

Par linéarité de l’espérance, on a immédiatement E[ALXL] = 0nL . On connait donc
l’espérance exacte que l’on souhaite estimer, ce qui permet de facilement calculer la
MSE des estimateurs MC et MLMC. L’estimateur MLMC se base sur les simulateurs
fℓ définis sur les grilles grossières comme les opérateurs de Galerkin, i.e.,

fℓ = 2ℓ−LRℓ
LALPL

ℓ , ℓ = 0, . . . , L − 1, (3.107)

et les opérateurs utilisés dans l’estimateur (3.7) sont f̃ℓ = 2ℓ−LPL
ℓ Rℓ

LALPL
ℓ Rℓ

L. Pour
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comparer les différents estimateurs, un budget de calcul η est fixé pour toutes les
estimations. On note Cℓ le coût de calcul moyen nécessaire à une évaluation de f̃ℓ en
XL et on suppose qu’un tel coût est linéaire avec la taille de la grille du niveau ℓ, i.e.,
Cℓ = O(nℓ). Cette hypothèse se justifie ici par les simulateurs f̃ℓ qui correspondent à
l’application d’une matrice creuse dont le nombre d’entrées non-nulles est propor-
tionnel à la taille nℓ de la matrice Aℓ. Le facteur de réduction nℓ+1/nℓ fixé à 2 donne
donc le même facteur de coût Cℓ+1/Cℓ = 2 pour ℓ = 0, . . . , L. On fixe le budget total
η = 100CL. L’estimateur MC requiert donc 100 applications de AL, tandis que pour
le MLMC on cherche une allocation optimale du nombre d’applications sur chaque
niveau {Mℓ}L

ℓ=0 pour réduire la variance de l’estimateur sous la contrainte du budget
total imposé. Cette allocation optimale est donnée, selon [52], par

Mℓ =

⌊
η

SL

√
Vℓ

Cℓ + Cℓ−1

⌋+
, SL :=

L

∑
ℓ=0

√
Vℓ(Cℓ + Cℓ−1), (3.108)

avec Vℓ := V(Yℓ − Yℓ−1) et ⌊·⌋+ := max(1, ⌊·⌋) où ⌊·⌋ est la fonction partie entière.
L’équation (3.108) est valable pour ℓ = 0, . . . , L avec, par convention, C−1 = 0. Il faut
noter que cette allocation optimale peut aboutir à un budget de l’estimateur MLMC
qui dépasse le budget total imposé η d’un coût additionel inférieur à CL. Ce coût
additionnel est négligeable si η ≫ CL comme c’est le cas ici. La valeur des Vℓ n’est
pas connue mais est estimée avec un échantillon pilote de taille 1000.

3.4.2 Résultats

On commence par étudier le problème d’estimation de E[A006
L XL] avec XL ∼

N (0nL , InL). La figure 3.10 présente les quantités

Eℓ = ∥E[Yℓ − Yℓ−1]∥WL et Vℓ = E[∥Yℓ − Yℓ−1∥2
WL

]− ∥E[Yℓ − Yℓ−1]∥2
WL

(3.109)

pour ℓ = 1, . . . , L, avec E0 = ∥E[Y0]∥WL et V0 = E[∥Y0∥2
WL

] − ∥E[Y0]∥2
WL

. Elle
présente également une regréssion de ces quantités pour obtenir une estimation
des paramètres α et β du théorème 1.

Pour ce problème, on a clairement les relations

Eℓ ≲ n−α
ℓ , Vℓ ≲ n−β

ℓ , (3.110)

supposées dans le théorème de convergence de l’estimateur MLMC avec, ici, α ≈
0.881 et β ≈ 1.891. On rappelle que l’on a supposé un modèle de coût linéaire pour
l’application des différents simulateurs, on a donc Cℓ ≲ nγ

ℓ avec γ = 1. On se retrouve
bien dans le cas favorable β > γ.

Avec les quantités Vℓ estimées, l’allocation optimale peut être calculée et l’es-
timateur MLMC appliqué. La figure 3.11a présente l’allocation optimale de trois
estimateurs MLMC, un MLMC à 2 niveaux (L = 1), 4 niveaux (L = 3) et 6 niveaux
(L = 5). Les variances totales V(µ̂MLMC

L ) de ces estimateurs sont tracées sur la fi-
gure 3.11b et comparées à la variance de l’estimateur MC utilisant le même budget
η.

Les estimateurs MLMC ont bien une variance plus faible que l’estimateur MC pour
un même budget de calcul. L’utilisation de deux niveaux de fidélité permet de réduire
la variance de plus de 40% et jusqu’à plus de 70% pour six niveaux. L’allocation
optimale montre ici que la variance VL entre les deux niveaux les plus fins L et L − 1
est très faible et nécessite donc très peu de membres. On rappelle cependant que la
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FIGURE 3.10 – Estimation des quantités Eℓ et Vℓ pour ℓ = 0, . . . , L
(haut) et regression sur ces quantités afin d’estimer α et β (bas) pour
le problème d’estimation de E[A006

L XL]. Les estimations sont faites à
partir d’un échantillon de taille 1000.
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FIGURE 3.11 – Allocation optimale des échantillons sur les différents
niveaux et la variance totale résultante des estimateurs MC (L = 0)
et de différents estimateurs MLMC (L ∈ {1, 3, 5}) pour le problème
d’estimation de E[A006

L XL]. Le niveau le plus fin L correspond à une
résolution avec nL = 512 et le budget total est fixé à η = 100CL. La

variance est estimée à partir de 1000 estimateurs.

variance totale définie dans l’équation (3.11) présentée ici est une quantité intégrée et
qu’elle ne donne aucune indication sur les échelles spatiales. On sait que la variance
totale est réduite mais on ne peut pas savoir si la variance de toutes les composantes
est réduite ou seulement celle de quelques composantes précises. La décomposition
dans la base de Hartley de la MSE (ici, de la variance) donnée dans l’équation (3.27)
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donne accès à la variance de chaque composante d’échelle avec le vecteur ν de la
variance spectrale (cf. équations (3.35) et (3.39)). On définit également le vecteur de
variance cumulée νcml = (νcml

k )nL−1
k=0 tel que νcml

k = ∑k
k′=0 νk′ . La variance totale est

alors donnée par νcml
nL−1 = ∥ν∥1. Dans les figures qui suivent, la décomposition est

faite avec la matrice de Hartley réordonnée H∗
L pour que les variances soient classées

des plus grandes échelles aux plus petites. Les vecteurs de variance spectrale ν et de
variance cumulée νcml pour l’estimateur MC et les trois estimateurs MLMC utilisés
plus haut sont affichés sur les figures 3.12a et 3.12b.
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FIGURE 3.12 – Variance spectrale et cumulée de l’estimateur MC (L =
0) et de différents estimateurs MLMC (L ∈ {1, 3, 5}) pour le problème
d’estimation de E[A006

L XL]. Le niveau le plus fin L correspond à une
résolution avec nL = 512 et le budget total est fixé à η = 100CL. La

variance est estimée à partir de 1000 estimateurs.

On constate, premièrement, que pour l’estimateur MC, la variance associée aux
grandes échelles est bien plus importante que celle des petites échelles. La contribu-
tion des petites échelles à la variance totale est négligeable comme on peut le constater
sur le tracé de la variance cumulée. On remarque également que sa variance spectrale
est très similaire au profil des valeurs propres de l’opérateur A006

L de la figure 3.9. En
effet, pour un estimateur MC basé sur un échantillon de taille M, on peut exprimer
sa variance spectrale (cf. équation (3.35)) comme

νk =
1

nL
V[(hL

k )
Tµ̂L] =

1
MnL

V[(hL
k )

TFLXL] (3.111)

=
1

MnL
E[((hL

k )
TFLẊL)

2] =
1

MnL
E[(hL

k )
TFLẊLẊT

LFT
LhL

k ] (3.112)

=
1

MnL
(hL

k )
TFLE[ẊLẊT

L]F
T
LhL

k =
1

MnL
(hL

k )
TF2

LhL
k (3.113)

=
1

MnL
(hL

k )
THLΛLHT

LHLΛLHT
LhL

k (3.114)

=
1

MnL
(hL

k )
THLΛ2

L((h
L
k )

THL)
T (3.115)

=
1

MnL
eT

k Λ2
Lek (3.116)

=
1

MnL
(λL

k )
2. (3.117)

Deuxièmement, pour l’estimateur MLMC à deux niveaux, la variance spectrale pour
la première moitié du spectre apparait similaire à celle du MC, elle se différencie
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cependant sur la seconde moitié du spectre où l’on observe une variance bien plus
importante pour les petites échelles. L’échelle logarithmique de la variance spectrale
peut donner l’impression que la variance totale du MLMC est plus élevée que celle du
MC mais la variance cumulée permet de voir que la contribution des petites échelles
à la variance totale reste négligeable comparée à la contribution des grandes échelles.
La réduction de variance du MLMC par rapport au MC provient alors essentiellement
d’une meilleure estimation des grandes échelles. Pour les estimateurs MLMC avec
un plus grand nombre de niveaux, la détérioration de la variance spectrale comparée
au MC s’étend sur quasiment tout le spectre avec seulement les quelques premieres
composantes qui ont une variance plus faible. Cette réduction de la variance sur les
grandes échelles est plus importante pour L ∈ {3, 5} comparé à L = 1. La variance
associée aux grandes échelles reste, cependant, largement dominante dans la variance
totale qui est donc réduite par rapport à celle du MC. La contribution des autres
échelles à la variance devient de plus en plus visible dans la variance cumulée avec
l’ajout de niveaux, et donc de moins en moins négligeable.

L’analyse spectrale réalisée dans la section 3.3 a permis de conclure que les opé-
rateurs de transfert, nécessaires pour le passage entre les grilles, conduisent à une
mauvaise estimation des composantes petites échelles, non représentables sur les
grilles grossières, à cause de l’apparition de fréquences parasites. Cette mauvaise
représentation se traduit, dans la variance de l’estimateur, par la différence entre
les valeurs propres de l’opérateur A006

L et la matrice M définie dans la section 3.3.3.
La norme de cette différence, et donc son impact sur la variance totale, dépend
des valeurs propres du modèle fin. Dans cette illustration avec l’opérateur A006

L , les
valeurs propres associées aux petites échelles sont suffisamment faibles pour que
leur contribution à la variance totale soit peu élevée, voire négligeable. On répète
alors la même expérience avec l’opérateur A001

L dont les valeurs propres, affichées
sur la figure 3.9, sont plus élevées, notamment celles associées aux fines échelles. La
figure 3.13 présente les quantitées Eℓ et Vℓ ainsi que l’estimation des quantités α et β
du théorème 1.

Les relations de décroissance des quantités Eℓ et Vℓ, supposées dans le théorème
de convergence, ne semblent pas vérifiées ici pour ℓ = 0, . . . , L. Les deux niveaux les
plus grossiers (ℓ = L − 5 et ℓ = L − 4), spécifiquement, ont des valeurs Eℓ et Vℓ plus
basses que celles attendues, ce qui indique que ces niveaux risquent de déteriorer la
réduction de variance du MLMC. Cela peut s’expliquer par le fait que, sur les grilles
de taille 16 et 32, une majorité du spectre de A001

L n’est pas représentable. Les valeurs
propres non-représentables ayant une amplitude bien plus élevées pour A001

L que
pour A006

L (cf. figure 3.9), cela peut correspondre à un pourcentage plus élevé de la
trace de la matrice. Les opérateurs de Galerkin associés à ces niveaux contiennent
également des applications successives des opérateurs de transfert dont les effets
négatifs sont alors amplifiés. Les termes parasites introduits par les opérateurs de
transfert, et apparaissant dans la matrice M des équations (3.104) à (3.106), dépendent
des valeurs propres de A001

L et sont, ici, plus importants. L’allocation optimale des
différents estimateurs MLMC ainsi que leur variance est présentée dans la figure 3.14.

L’allocation optimale des différents estimateurs conduit, ici, à des échantillons
plus grands sur les niveaux les plus fins où une plus grande partie du spectre de
A001

L est représentable. On constate cependant que, malgré cette allocation, le MLMC
à 6 niveaux a une variance supérieure à celle du simple MC. La non-vérification
des hypothèses du théorème de convergence ne permet pas de garantir la réduction
de variance du MLMC comparé au MC. Les estimateurs MLMC à 2 et 4 niveaux
ont une variance plus faible que celle du MC mais la réduction est bien plus faible
que dans l’expérience précédente. L’ajout des grilles de taille 128 ou moins détériore
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FIGURE 3.13 – Estimation des quantités Eℓ et Vℓ pour ℓ = 0, . . . , L
(haut) et regression sur ces quantités afin d’estimer α et β (bas) pour
le problème d’estimation de E[A001

L XL]. Les estimations sont faites à
partir d’un échantillon de taille 1000.
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FIGURE 3.14 – Allocation optimale des échantillons sur les différents
niveaux et la variance totale résultante des estimateurs MC (L = 0)
et de différents estimateurs MLMC (L ∈ {1, 3, 5}) pour le problème
d’estimation de E[A001

L XL]. Le niveau le plus fin L correspond à une
résolution avec nL = 512 et le budget total est fixé à η = 100CL. La

variance est estimée à partir de 1000 estimateurs.

les performances du MLMC. Les variances spectrales et cumulées présentées sur la
figure 3.15 permettent de visualiser les contributions des différentes composantes à la
variance totale.

Comme précédemment, on observe que la variance associée aux grande échelles
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FIGURE 3.15 – Variance spectrale et cumulée de l’estimateur MC (L =
0) et de différents estimateurs MLMC (L ∈ {1, 3, 5}) pour le problème
d’estimation de E[A001

L XL]. Le niveau le plus fin L correspond à une
résolution avec nL = 512 et le budget total est fixé à η = 100CL. La

variance est estimée à partir de 1000 estimateurs.

est plus faible pour les estimateurs MLMC que pour le MC. Et plus l’estimateur
possède de niveaux, plus la variance associée à ces échelles est réduite. Cependant,
cette réduction de variance ne concerne que les toutes premières valeurs propres.
Pour toutes les autres, le MC a une variance plus faible. Contrairement au cas de
l’estimation de E[A006

L XL], les erreurs d’estimation des moyennes et petites échelles
ne sont pas négligeables ici. Les contributions des petites échelles sont bien visibles
sur la variance cumulative du MLMC à 2 niveaux. Pour le MLMC à 4 et 6 niveaux,
les contributions des petites et moyennes échelles sont, en grande partie, celles qui
augmentent leur variance totale au delà de celle du MLMC à 2 niveaux.

Pour l’opérateur A001
L , dont le spectre est moins concentré sur les grandes échelles,

la réduction de variance sur ces grandes échelles ne compense plus forcément les
erreurs d’estimation du reste du spectre. Les composantes des petites échelles intro-
duisent trop d’erreur lors de l’application des opérateurs de transfert pour profiter
de la réduction de variance d’un estimateur multi-niveaux.

3.5 Conclusion

L’utilisation de l’estimateur MLMC pour des champs discrétisés sur des grilles
requiert l’utilisation d’opérateurs de transfert (cf. équation (3.7)). Ces opérateurs
servent à faire le passage entre les grilles pour permettre des opérations de soustrac-
tion entre des champs de même dimension et pour coupler les entrées des modèles.
Il a déjà été constaté, dans le contexte similaire des méthodes mutligrilles, que de
tels opérateurs avaient un impact sur la représentation des différentes échelles d’un
champ sur les différentes grilles. Une analyse spectrale avec la base de Hartley (3.21)
a permis d’exprimer les effets des opérateurs de transfert choisis (3.19), (3.20) et a
montré que ceux-ci introduisent des fines échelles parasites qui polluent la repré-
sentation du champ. Ces effets négatifs ont des répercussions sur la variance de
l’estimateur MLMC, ce qui a pu être exprimé dans le cas simplifié d’opérateurs li-
néaires, symétriques et circulants pour un estimateur bi-niveaux. Une illustration
1D respectant les différentes hypothèses faites lors de l’analyse spectrale permet de
constater que les effets des opérateurs de transfert conduisent à une mauvaise estima-
tion des moyennes et fines échelles. Les fines échelles parasites causent des erreurs
sur la totalité du spectre, ce qui peut contribuer à augmenter substantiellement la
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variance totale de l’estimateur. Le traitement de ces erreurs causées par les opérateurs
de transfert pourrait donc aboutir à un estimateur avec une variance plus faible, et
fait donc l’objet du chapitre suivant.



42

Chapitre 4

Filtered-MLMC

Lors de l’estimation de champs discrétisés, la réduction de variance d’un es-
timateur MLMC, comparé à un simple estimateur MC, provient d’une meilleure
estimation des composantes grandes échelles (basses fréquences). Pour les autres
échelles, les effets des opérateurs de transfert de grilles peuvent conduire à une
estimation moins bonne que le MC, comme illustré dans la section 3.4. Plus le MLMC
comprend de niveaux, plus ces erreurs d’estimation s’étendent à l’ensemble des
composantes d’échelles. Dépendamment des simulateurs utilisés, ces erreurs peuvent
s’avérer significatives dans la variance totale de l’estimateur. Réduire les impacts né-
gatifs des opérateurs de transfert pourrait permettre, d’abord, d’obtenir de meilleures
estimations des moyennes et petites échelles qui ne sont pas bien estimées par le
MLMC, et ensuite de réduire la variance totale de l’estimateur. Ce chapitre introduit
l’estimateur filtered-MLMC (F-MLMC) qui vise, grâce à l’ajout de filtres passe-bas, à
réduire les effets négatifs des opérateurs de transfert. L’idée d’ajouter des filtres pro-
vient des méthodes multigrilles [69, 7, 76] où des filtres sont utilisés pour augmenter
l’ordre des opérateurs de transfert. On définit l’ordre d’un opérateur de transfert à
l’aide du degré maximal d’un polynôme que l’on peut exactement interpoler grâce
à cet opérateur. Plus précisément, on dit qu’un opérateur de transfert est d’ordre
k si et seulement si son application laisse invariants les polynômes de degré k − 1.
Avoir des opérateurs de transfert avec ordre suffisamment élevé est une condition de
convergence du multigrille géométrique [33]. Sans aboutir à un tel résultat pour les
méthodes MLMC, on s’inspire des méthodes multigrilles en ajoutant des filtres aux
opérateurs de transfert utilisés et en étudiant l’impact de ces filtres sur la variance de
l’estimateur.

4.1 Ajout des filtres

Le filtrage des petites échelles d’un champ discrétisé représenté sur une grille
de taille nℓ se fait avec un filtre passe-bas Sℓ : Rnℓ → Rnℓ . On suppose que, pour un
vecteur aléatoire Xℓ ∈ L2(Ω, Hℓ), on a Sℓ(Xℓ) ∈ L2(Ω, Hℓ). On souhaite filtrer les
petites échelles, qui ne sont pas représentables sur la grille ℓ− 1, d’un champ discrétisé
avant de le restreindre pour éviter le phénomène de repliement du spectre présenté
dans l’équation (3.56) ; c’est l’étape de pré-filtrage. On souhaite également faire une
étape de post-filtrage, c’est-à-dire filtrer le champ obtenu après la prolongation afin
d’enlever les petites échelles parasites présentées dans l’équation (3.48). On utilise
ici le même opérateur pour ces deux étapes car l’objectif est le même, i.e., filtrer les
petites échelles, mais ce n’est en aucun cas requis. On définit alors les opérateurs de
transfert filtrés

P̄ℓ
ℓ−1 := Sℓ ◦ Pℓ

ℓ−1 et R̄ℓ−1
ℓ := Rℓ−1

ℓ ◦ Sℓ, (4.1)
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pour ℓ = 1, . . . , L. L’ajout des ces étapes de pre- et post-filtrage peut simplement être
vu comme la construction de nouveaux opérateurs de transfert qui, dépendamment
des opérateurs utilisés, peuvent être d’ordre supérieur aux opérateurs Pℓ

ℓ−1 et Rℓ
ℓ−1.

Les opérateurs de transfert entre la grille fine L et une grille arbitraire ℓ sont

P̄L
ℓ = P̄L

L−1 ◦ P̄L−1
L−2 ◦ · · · ◦ P̄ℓ+1

ℓ et R̄ℓ
L := R̄ℓ

ℓ+1 ◦ R̄ℓ+1
ℓ+2 ◦ · · · ◦ R̄L−1

L , (4.2)

pour ℓ = 0, . . . , L − 1. On pose P̄L
L = R̄L

L = id. On peut alors définir les simulateurs
qui incluent les étapes de pre- et post-filtrage

f̄ℓ := P̄L
ℓ ◦ fℓ ◦ R̄ℓ

L, ℓ = 0, . . . , L. (4.3)

Avec les différentes hypothèses faites sur les opérateurs de transfert et de filtrage, on
a bien f̄ℓ(XL) ∈ L2(Ω, HL) pour XL ∈ L2(Ω, HL).

4.1.1 Estimateur F-MLMC

La suite { f̄ℓ}L
ℓ=0 forme la hiérarchie de modèles qui est utilisée pour l’estimateur

F-MLMC. On suppose que le coût d’application des opérateurs de transfert et de
filtrage est négligable devant le coût d’application du modèle fℓ afin de conserver
la hiérarchie de coût et de précision de la famille { fℓ}L

ℓ=0. L’estimateur F-MLMC de
E[YL] s’écrit alors

µ̂F-MLMC
L =

1
M0

M0

∑
i=1

f̄0(X
(0,i)
L ) +

L

∑
ℓ=1

1
Mℓ

Mℓ

∑
i=1

f̄ℓ(X
(ℓ,i)
L )− f̄ℓ−1(X

(ℓ,i)
L ), (4.4)

avec L + 1 Mℓ-échantillons indépendants {X(i)
L }Mℓ

i=1 de XL. Cet estimateur F-MLMC
est défini de la même manière que l’estimateur MLMC de l’équation (3.7) avec,
comme seul changement, l’utilisation de la famille de modèles { f̄ℓ}L

ℓ=0 plutôt que la
famille { f̃ℓ}L

ℓ=0 définie dans l’équation (3.6). L’estimateur F-MLMC de l’équation (4.4)
étant de la même forme que l’estimateur MLMC du chapitre précédent, son erreur
quadratique moyenne est exprimée de la même manière que dans l’équation (3.8).

4.1.2 Filtres de Shapiro

On choisit de considérer des opérateurs de filtrage linéaires, on identifie donc Sℓ

avec la matrice Sℓ ∈ Rnℓ×nℓ . Cela permet d’exprimer plus simplement la variance
de l’estimateur F-MLMC et d’avoir des opérateurs dont le coût d’application est
faible. On rappelle que l’on a supposé que leur coût d’application était négligable
devant celui de l’application des simulateurs. Pour les différents développements qui
suivent, on choisit spécifiquement d’utiliser des filtres de Shapiro d’ordre 2 [20, 21,
65]. On définit le filtre de Shapiro d’ordre 2 comme

Sℓ :=
1
4


2 1 1
1 2 1

. . . . . . . . .
1 2 1

1 1 2

 ∈ Rnℓ×nℓ . (4.5)

Cette définition du filtre de Shapiro d’ordre 2 est adaptée à des champs discrétisés
sur un domaine spatial périodique, ce qui sera le cas de l’illustration de la section 4.3
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et du problème du chapitre 5. Un tel filtre a l’avantage d’être une matrice creuse,
symétrique et circulante. L’application d’un tel filtre est donc très peu coûteuse et il
est possible de le diagonaliser dans la base de Hartley pour étudier son spectre. Le
spectre de SL pour un niveau L associé à une grille de taille 512 est présenté sur la
figure 4.1.

0 100 200 300 400 500
k

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

k

Valeurs propres de SL

FIGURE 4.1 – Les valeurs propres de la matrice SL ∈ R512×512 dans la
base de Hartley réordonnée H∗

L.

Ce filtre est bien un passe-bas, les basses fréquences (ou grandes échelles) sont
moins réduites que les hautes fréquences. Il faut cependant noter que toutes les
composantes, excepté la première, sont au moins un peu atténuée. Un autre choix
d’opérateur de filtrage pourrait permettre de réduire davantage les petites échelles
tout en conservant mieux les grandes échelles, mais ce sujet sera abordé dans la
section 4.4.

4.2 Analyse spectrale

On veut, dans cette section, exprimer les effets de l’ajout des filtres sur la variance
de l’estimateur F-MLMC, ce qui permettra de comparer la variance des estimateurs
F-MLMC et MLMC. Pour cela, on reprend le même procédé d’analyse spectrale de la
section 3.3 que l’on applique ici à l’estimateur F-MLMC. On reprend donc la discréti-
sation en grilles centrées sur les cellules décrite dans la section 3.2.2, les opérateurs
de transfert PL

ℓ et Rℓ
L des équations (3.19) et (3.20) et on reprend la matrice de Hartley

(3.21) pour décomposer un champ discrétisé en ses différentes composantes dans
l’espace spectral.

4.2.1 Effets de l’opérateur de filtrage sur la base de Hartley

On commence par exprimer les effets des filtres de Shapiro d’ordre 2 sur les
matrices de Hartley (3.21). On pose S := Sℓ un filtre de Shapiro d’ordre 2 défini avec
l’équation (4.5), où ℓ est fixé entre 1 et L, et on considère, pour k = 0, . . . , nℓ − 1, les
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colonnes hℓ
k de la matrice de Hartley Hℓ. On a, pour j, k = 0, . . . , nℓ − 1,

(Shℓ
k)j =

1
4
[(hℓ

k)j−1 + 2(hℓ
k)j + (hℓ

k)j+1]. (4.6)

On réutilise la notation ck = cos(kπ/nℓ) et on utilise les relations trigonométriques
suivantes

cos
(2j − 1)kπ

nℓ
+ cos

(2j + 1)kπ

nℓ
= 2ck cos

2jkπ

nℓ
, (4.7)

cos
(2j + 1)kπ

nℓ
+ cos

(2j + 3)kπ

nℓ
= 2ck cos

(2j + 2)kπ

nℓ
, (4.8)

sin
(2j − 1)kπ

nℓ
+ sin

(2j + 1)kπ

nℓ
= 2ck sin

2jkπ

nℓ
, (4.9)

sin
(2j + 1)kπ

nℓ
+ sin

(2j + 3)kπ

nℓ
= 2ck sin

(2j + 2)kπ

nℓ
, (4.10)

qui permettent d’écrire

(Shℓ
k)j =

ck

2
√

nℓ

[
cos

2jkπ

nℓ
+ cos

(2j + 2)kπ

nℓ
+ sin

2jkπ

nℓ
+ sin

(2j + 2)kπ

nℓ

]
(4.11)

=
ck

2
√

nℓ

[
2ck cos

(2j + 1)kπ

nℓ
+ 2ck sin

(2j + 1)kπ

nℓ

]
(4.12)

= c2
k(h

ℓ
k)j. (4.13)

Le filtre de Shapiro d’ordre 2 atténue donc les différents colonnes de la base de
Hartley par un facteur c2

k compris entre 0 et 1. Ce facteur est proche de 1 pour les
composantes grandes échelles (quand k tend vers 0 ou vers nℓ − 1) et proche de 0
pour les composantes petites échelles (quand k tend vers nℓ/2). Les coefficients c2

k
sont les valeurs propres de S car on a SHL = HLΛ où Λ = Diag({c2

k}
nℓ−1
k=0 ). Elles sont

donc visualisables sur la figure 4.1 où elles sont ordonnées de manière décroissante.
À partir de l’équation (3.57), on peut facilement déduire les relations

P̄Hℓ−1 =
√

2HℓCT
3 , R̄Hℓ = Hℓ−1C3, (4.14)

où C3 := [Diag({c3
k}

nℓ−1−1
k=0 ) Diag({−c3

nℓ−1+k}
nℓ−1−1
k=0 )] ∈ Rnℓ−1×nℓ . À partir de l’équa-

tion (3.58), on obtient les relations

HT
ℓ P̄ =

√
2CT

3 HT
ℓ−1, HT

ℓ−1R̄ = C3HT
ℓ . (4.15)

4.2.2 Impact sur la variance du F-MLMC

Modèles linéaires

On suppose que les simulateurs fℓ sont linéaires pour ℓ = 0, . . . , L. On les identifie
avec les matrices Fℓ ∈ Rnℓ×nℓ et on définit

F̄ℓ = P̄L
ℓ FℓR̄ℓ

L, (4.16)

avec P̄L
L = R̄L

L = InL . Ces matrices forment la hiérarchie de simulateurs utilisée par
le F-MLMC. La variance de l’estimateur F-MLMC peut alors s’écrire, de manière
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similaire à l’équation (3.70),

V(µ̂F-MLMC
L ) =

1
M0

∥F̄0G1/2∥2
F,WL

+
L

∑
ℓ=1

1
Mℓ

∥(F̄ℓ − F̄ℓ−1)G1/2∥2
F,WL

, (4.17)

avec G := E[ẊLẊT
L] la matrice de covariance de ẊL := XL − E[XL] admettant la

décomposition G = G1/2G1/2. On a la décomposition dans la base de Hartley

V(µ̂F-MLMC
L ) =

1
M0

∥HT
LF̄0G1/2∥2

F,WL
+

L

∑
ℓ=1

1
Mℓ

∥HT
L(F̄ℓ − F̄ℓ−1)G1/2∥2

F,WL
. (4.18)

On retrouve exactement la relation (3.80) obtenue pour le MLMC, mais avec les
nouveaux simulateurs F̄ℓ. La question est alors de savoir si l’ajout des filtres permet
de réduire la norme de la différence entre deux simulateurs définis sur des niveaux
successifs, i.e., est-ce que ∥F̄ℓ − F̄ℓ−1∥F,WL est plus petit que ∥F̃ℓ − F̃ℓ−1∥F,WL .

Modèles linéaires, symétriques circulants

Pour exprimer la différence entre deux simulateurs, on reprend l’hypothèse des
opérateurs Fℓ symétriques et circulants pour ℓ = 0, . . . , L et on se restreint à l’étude
d’un estimateur à bi-niveaux. On a donc, pour ℓ ∈ {0, 1}, les deux simulateurs
linéaires, symétrique et circulant, F0 et F1, qui sont tels que

Fℓ = HℓΛℓHT
ℓ , Λℓ := Diag({λℓ

k}
nℓ−1
k=0 ). (4.19)

On note P̄ = S1P1
0 et R̄ = R0

1S1 les opérateurs de transfert filtrés entre le niveau fin
ℓ = 1 et le niveau grossier ℓ = 0. En partant de la définition de F̄0 de l’équation (4.16)
et en utilisant les relations des équations (4.14) et (4.15), on obtient

F̄0 = P̄F0R̄ = P̄H0Λ0HT
0 R̄ =

√
2H1CT

3 Λ0C3HT
1 . (4.20)

On définit alors

M̄ =
√

2CT
3 Λ0C3 =

[
M̄11 M̄12

M̄21 M̄22

]
, (4.21)

avec

M̄11 :=
√

2 Diag({c6
kλ0

k}
n0−1
k=0 ), (4.22)

M̄22 :=
√

2 Diag({c6
n0+kλ0

k}
n0−1
k=0 ), (4.23)

M̄12 :=
√

2 Diag({−c3
kc3

n0+kλ0
k}

n0−1
k=0 ) = M̄21. (4.24)

L’équation (4.17), pour l’estimateur F-MLMC bi-niveaux, devient

V(µ̂F-MLMC
1 ) =

1
M0

∥M̄HT
1 G1/2∥2

F,W1
+

1
M1

∥(Λ1 − M̄)HT
1 G1/2∥2

F,W1
. (4.25)

On retrouve une expression très similaire à celle de la variance de l’estimateur MLMC
bi-niveaux dans le cas de modèles linéaires, symétriques et circulants de l’équa-
tion (3.87). La variance du MLMC fait apparaître la matrice M, définie dans l’équa-
tion (3.83), tandis que la variance du F-MLMC fait apparaître la matrice M̄. Cette
matrice M̄ diffère de la matrice M par la puissance des facteurs ck qui est multipliée
par 3. Les facteurs ck étant compris entre 1 et -1, l’augmentation de la puissance réduit
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leur valeur et les fait tendre plus vite vers 0. Les blocs extra-diagonaux M̄12 et M̄21
ont alors une norme de Frobenius plus faible que les blocs M12 et M21. La réduction
de la norme de ces blocs contribue à réduire la norme de la différence Λ1 − M̄. Pour
étudier les changements sur les blocs diagonaux M̄11 et M̄22, on aimerait pouvoir
exprimer les valeurs propres de F0 en fonction de celles de F1.

Opérateurs de Galerkin

Pour exprimer les valeurs propres de F0 en fonction de celles de F1, on souhaite
utiliser l’opérateur de Galerkin. On peut réutiliser l’opérateur défini dans l’équa-
tion (3.88) avec les opérateurs de prolongation et de restriction P et R, ou alors définir
un opérateur basé sur P̄ et R̄. On considère donc

F0 :=
1
2

RF1P, et F∗
0 :=

1
2

R̄F1P̄, (4.26)

où F0 est exactement le même opérateur que celui utilisé dans la section 3.3.3. Il est
important de noter que la proposition 1, portant sur l’optimalité de l’opérateur de
Galerkin, n’est plus vérifiée si on utilise les opérateurs filtrés P̄ et R̄. En effet, la preuve
de cette propriété repose sur la relation RRT = I qui n’est pas vérifiée pour R̄ car

R̄R̄T = RS(RS)T = RS2RT, (4.27)

et S2 ̸= I. L’ajout des filtres ne permet donc plus de garantir que l’opérateur F0, ou
F∗

0 , soient solutions de arg minA0
∥F1 − P̄A0R̄∥2

F,W1
.

Sans connaissance de l’opérateur optimal à utiliser, on présente les résultats
pour F0 et F∗

0 . L’opérateur F0 est diagonalisable dans la base de Hartley (cf. l’équa-

tion (3.100)) et on avait Λ0 =
√

2
−1

CΛ1CT et

λ0
k =

1√
2
(c2

kλ1
k + c2

n0+kλ1
n0+k). (4.28)

Pour F∗
0 , on a

F∗
0 =

1
2

R̄F1P̄ =
1
2

R̄H1Λ1HT
1 P̄ =

√
2

2
H1C3Λ1CT

3 HT
1 . (4.29)

On simplifie les expressions suivantes en ommettant les indices de début et de fin
des suites qui vont, ici, toujours de k = 0 à k = n0 − 1. Ainsi, {ck} = {ck}n0−1

k=0 , et on
simplifie de la même manière l’écriture de toutes les autres suites. On a

C3Λ1CT
3 =

[
Diag({c3

k})
Diag({−c3

n0+k})

]T [
Diag({λk

1}) 0
0 Diag({λ1

n0+k})

] [
Diag({c3

k})
Diag({−c3

n0+k})

]
(4.30)

= Diag({c6
kλ1

k}) + Diag({c6
n0+kλ1

n0+k}). (4.31)

La matrice Λ∗
0 :=

√
2
−1

C3Λ1CT
3 est donc la matrice diagonale des valeurs propres de

F∗
0 et on peut exprimer les valeurs propres {(λ0

k)
∗}n0−1

k=0 de F∗
0 en fonction de celles de

F1,

(λ0
k)

∗ =
1√
2
(c6

kλ1
k + c6

n0+kλ1
n0+k), ∀k = 0, . . . , n0 − 1. (4.32)
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Les blocs de la matrice M̄, définie comme (4.21) dans la section précédente, peuvent
maintenant s’écrire

M̄11 := Diag({c8
kλ1

k + c6
kc2

n0+kλ1
n0+k}

n0−1
k=0 ), (4.33)

M̄22 := Diag({c8
n0+kλ1

k + c2
kc6

n0+kλ1
k}

n0−1
k=0 ) = Diag({c8

kλ1
k + c2

k−n0
c6

kλ1
k−n0

}2n0−1
k=n0

),
(4.34)

M̄12 := Diag({−c5
kc3

n0+kλ1
k − c3

kc5
n0+kλ1

n0+k}
n0−1
k=0 ) = M̄21. (4.35)

On définit également la matrice

M̄∗ :=
√

2CT
3 Λ∗

0C3, (4.36)

dont les blocs s’écrivent

M̄∗
11 := Diag({c12

k λ1
k + c6

kc6
n0+kλ1

n0+k}
n0−1
k=0 ), (4.37)

M̄∗
22 := Diag({c12

n0+kλ1
k + c6

kc6
n0+kλ1

k}
n0−1
k=0 ) = Diag({c12

k λ1
k + c6

k−n0
c6

kλ1
k−n0

}2n0−1
k=n0

),
(4.38)

M̄∗
12 := Diag({−c9

kc3
n0+kλ1

k − c3
kc9

n0+kλ1
n0+k}

n0−1
k=0 ) = M̄∗

21. (4.39)

On peut alors comparer les expressions des blocs des matrices M̄ et M̄∗ avec ceux de
la matrice M, donnés dans les équations (3.104) à (3.106), et qui apparaissent dans
l’expression de la variance du MLMC. On rappelle que, au vu des expressions des
variances du MLMC (3.87) et du F-MLMC (4.25), on cherche à trouver le cas où la
norme de la différence entre Λ1 et M est la plus faible possible. On observe, comme
précédemment, que les expressions des blocs de M̄ et M̄∗ sont très similaires à celles
des blocs de M, mais avec une augmentation des puissances sur les coefficients ck.
Ces puissances sont plus élevées pour M̄∗ qui contient 4 applications des opérateurs
de filtrage S contre 2 applications pour M̄. La diagonale de M̄ (resp. M̄∗) diffère de
Λ1 par les facteurs réducteurs c8

k (resp. c12
k ) devant les valeurs propres λ1

k , et par les
termes parasites des valeurs propres complémentaires λ1

n0+k, heureusement réduits
par un facteur c6

kc2
n0+k (resp. c6

kc6
n0+k). La figure 4.2 représente les coefficients des

matrices M, M̄ et M̄∗. La sous-figure de gauche est donc exactement la figure 3.7 du
chapitre précédent, remise ici pour la comparaison.

L’ajout des filtres de Shapiro d’ordre 2 réduit considérablement les facteurs as-
sociés aux valeurs propres parasites sur la diagonale (courbe bleue) ainsi que les
facteurs des termes extra-diagonaux (courbe orange). Plus l’opérateur S est appliqué,
plus la réduction est importante, comme on peut le voir en comparant les courbes de
M̄ et M̄∗. Ces changements contribuent à réduire la norme de la différence Λ1 − M̄
(ou Λ1 − M̄∗) et démontrent l’efficacité du filtre pour atténuer les effets négatifs des
opérateurs de transfert. Cependant, on peut également observer que les facteurs
associés aux valeurs propres correctes de l’opérateur F1, que l’on souhaite approxi-
mer le mieux possible, sont également réduites. La moitié du spectre associée aux
composantes petites échelles, n1/4 ⩽ k < 3n1/4, est quasiment nulle, tandis que les
valeurs propres associées aux grandes échelles sont fortement atténuées quand on
les compare aux facteurs de la matrice M. Ce changement contribue à augmenter la
norme de la différence Λ1 − M̄ (ou Λ1 − M̄∗). Ce résultat était attendu, l’ajout d’une
étape pour filtrer les petites échelles ne permet plus de les représenter avec le simula-
teur basse fidélité F0. Pour que l’étape de filtrage soit bénéfique, il faut s’assurer d’un
bon compromis entre la réduction des effets négatifs introduits par les opérateurs de
transfert et la perte d’information du modèle haute fidélité F1. On a, ici, un exemple
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(A) Coefficients de la matrice M
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(B) Coefficients de la matrice M̄
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FIGURE 4.2 – Les facteurs devant les valeurs propres dans les matrices
M (A), M̄ (B) et M̄∗ (C) en fonction de k = 0, . . . , n1 − 1. La courbe
noire correspond aux facteurs devant la bonne valeur propre sur la
diagonale, tandis que la courbe bleue est associée aux facteurs devant
le terme parasite des valeurs propres complémentaires. Finalement la
courbe orange correspond aux facteurs des blocs extra-diagonaux en

valeur absolue.

d’un tel compromis avec la matrice M̄∗ qui réduit plus fortement les termes parasites
comparé à M̄, mais au prix d’une perte d’information plus importante sur les valeurs
propres associées aux grandes échelles de F1.

4.3 Illustration 1D

On souhaite maintenant tester l’estimateur F-MLMC et le comparer au MLMC.
L’analyse spectrale a montré que, dans le cas spécifique d’un simulateur linéaire,
symétrique et circulant, les filtres contribuent à réduire les effets négatifs des opé-
rateurs de transfert au prix d’une perte d’information sur le simulateur utilisé. En
fonction du problème considéré, les filtres peuvent réduire la variance totale de
l’estimateur comparé au MLMC. Tester l’estimateur F-MLMC sur une illustration
simple permet de constater l’efficacité de l’ajout des filtres. Pour cela, on reprend
l’illustration présentée dans la section 3.4. On cherche donc à estimer E[ALXL] = 0nL

où XL ∼ N (0nL , InL) et AL est une matrice symétrique et circulante. On utilisera
les matrices A006

L et A001
L données dans la figure 3.8 et dont les valeurs propres sont

présentées dans la figure 3.9. On reprend la même hiérarchie de grilles en partant
d’une grille fine dont la taille est fixée à 512, et le même budget total η = 100CL pour
tous les estimateurs. Pour l’estimateur MLMC, on reprend les simulateurs utilisés
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dans l’illustration du chapitre précédent. On teste ici deux estimateurs F-MLMC : le
premier utilise les simulateurs basés sur les opérateurs de Galerkin non-filtrés

f̄ℓ = P̄L
ℓ Rℓ

LALPL
ℓ R̄ℓ

L, (4.40)

et le second les simulateurs basés sur les opérateurs de Galerkin filtrés

f̄ ∗ℓ = P̄L
ℓ R̄ℓ

LALP̄L
ℓ R̄ℓ

L. (4.41)

On différencie ces estimateurs en nommant le second F-MLMC*. La plupart des
résultats étant très similaires pour ces deux estimateurs, on se concentre principale-
ment sur l’estimateur F-MLMC. La comparaison entre le F-MLMC et le F-MLMC*
sera présentée à la fin de cette sectioin avec la variance totale des deux estimateurs.
On rappelle qu’en pratique les opérateurs de Galerkin sont rarement utilisés car ils
nécessitent d’être stockés explicitement. Une alternative est d’utiliser des opérateurs
de basse fidélité construits par rediscrétisation de l’opérateur haute fidélité. C’est ce
qui est fait dans les applications du chapitre 5 où ces opérateurs sont stockés sous la
forme d’une application sur des vecteurs.

Une première visualisation intéressante est celle d’une simple estimation de
E[A006

L XL] et E[A001
L XL] par un MC, un MLMC ou un F-MLMC. La figure 4.3 présente

un exemple de ces estimations en considérant 6 niveaux et avec le budget fixé η =
1000CL.
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(A) Estimation de E[A006
L XL].
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(B) Estimation de E[A001
L XL].

FIGURE 4.3 – Estimation de E[ALXL] par un MC, un MLMC et un
F-MLMC à 6 niveaux (L = 5) avec le budget total η = 100CL et les

allocations optimales présentées dans les figures 4.5a et 4.8a.

On observe bien les différences entre les spectres de A006
L et A001

L , présentés dans la
figure 3.9, sur les estimation par MC. L’estimation de E[A001

L XL] contient des échelles
bien plus fines que celle de E[A006

L XL], ce qui est dû à la longueur de corrélation D
qui est plus faible. Cette différence est cependant moins visible sur les estimations
par MLMC. Que ce soit pour estimer E[A006

L XL] ou E[A001
L XL], le résultat contient

de nombreuses composantes petites échelles. Ce sont les composantes parasites
introduites par les opérateurs de transfert qui conduisent, comme vu plus haut, à une
mauvaise estimation de ces composantes et, potentiellement, à une détérioration de la
variance totale de l’estimateur. L’effet de l’ajout des filtres est alors clairement visible
dans l’estimation par F-MLMC, les composantes petites échelles (hautes fréquences)
ont quasiment disparu. Pour avoir plus d’indication sur la qualité des estimateurs,
on regarde d’abord l’estimation des paramètres α et β du théorème 1 obtenues par
regression des quantités Eℓ et Vℓ de l’équation (3.109) pour ℓ = 0, . . . , L et avec L = 5.
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Ces quantités sont présentées sur la figure 4.4 pour le problème d’estimation de
E[A006

L XL].
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(D) Regression sur les Vℓ pour estimer β.

FIGURE 4.4 – Estimation des quantités Eℓ et Vℓ (cf. équation (3.109))
pour ℓ = 0, . . . , L (haut) et regression sur ces quantités afin d’estimer α
et β (bas) pour le problème d’estimation de E[A006

L XL]. Les estimations
sont faites à partir de 1000 échantillons.

L’estimateur MLMC et F-MLMC semblent, tous deux, respecter les relations,
supposées dans le théorème 1, Eℓ ≲ n−α

ℓ et Vℓ ≲ n−β
ℓ pour ℓ = 0, . . . , L. Le F-MLMC

conduit à des valeurs de α et β presque deux fois plus élevées que celles du MLMC,
et les Vℓ du F-MLMC sont toutes plus faibles que celles du MLMC. On s’attend
donc à une réduction de l’erreur quadratique moyenne pour le même budget. C’est
effectivement ce que l’on observe sur la figure 4.5 qui présente l’allocation optimale
des estimateurs MLMC et F-MLMC à 6 niveaux ainsi que la variance totale des
estimateurs pour différentes valeurs de L.

La variance totale des estimateurs F-MLMC est plus faible que celle des estima-
teurs MLMC, et ce, peu importe le nombre de niveaux utilisés. Cette réduction de
la variance est plus importante quand plus de niveaux sont considérés. Plus il y
a de niveaux, plus les effets négatifs des opérateurs de transfert sont importants
et donc plus l’ajout des filtres est utile. L’allocation optimale pour les estimateurs
à 6 niveaux montre que l’ajout des filtres permet de réduire considérablement la
taille des ensembles sur les niveaux fins, laissant alors une grande partie du budget
pour augmenter la taille des ensembles sur les grilles grossières. La décomposition
spectrale de la variance des différents estimateurs est présentée sur la figure 4.6.

En comparant la décomposition spectrale de la variance des estimateurs MLMC
et F-MLMC, on observe une réduction de la variance de toutes les composantes.
La réduction de la variance des premières composantes est difficilement visible
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FIGURE 4.5 – Allocation optimale des échantillons pour les estimateurs
MLMC et F-MLMC à 6 niveaux, et la variance totale résultante des
estimateurs MC (L = 0) et de différents estimateurs MLMC et F-
MLMC pour le problème d’estimation de E[A006

L XL]. Le niveau le plus
fin L correspond à une résolution avec nL = 512 et le budget total est
fixé à η = 100CL. La variance est estimée à partir de 1000 estimateurs.
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(A) Variance spectrale ν et variance cumulée νcml des estimateurs MLMC.
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FIGURE 4.6 – Variance spectrale et cumulée de l’estimateur MC (L = 0)
et de différents estimateurs MLMC (haut) et F-MLMC (bas), avec
L ∈ {1, 3, 5}, pour le problème d’estimation de E[A006

L XL]. Le niveau
le plus fin L correspond à une résolution avec nL = 512 et le budget
total est fixé à η = 100CL. La variance est estimée à partir de 1000

estimateurs.

sur les courbes de la variance spectrale ν mais elle apparait sur les courbes de la
variance cumulée νcml où la valeur atteinte après la prise en compte des premières
composantes est plus faible pour le F-MLMC. Le filtrage des petites échelles conduit
à une meilleure estimation de tout le spectre, et donc à une réduction de la variance



Chapitre 4. Filtered-MLMC 53

totale. Pour le problème d’estimation de E[A006
L XL], où l’estimateur MLMC est déjà

bien meilleur que le MC, l’ajout des filtres permet de réduire encore plus la variance
totale de l’estimateur en ayant une meilleure estimation de toutes les composantes.

La même série de résultats est maintenant présentée pour le problème d’estima-
tion de E[A001

L XL]. La section 3.4 a montré que, pour ce problème, les grilles les plus
grossières ne permettent pas une représentation suffisamment fidèle du champ étudié
et leur utilisation détériore la variance du MLMC. On commence par regarder les
quantités Eℓ et Vℓ avec la figure 4.7.
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(D) Regression sur les Vℓ pour estimer β.

FIGURE 4.7 – Estimation des quantités Eℓ et Vℓ (cf. équation (3.109))
pour ℓ = 0, . . . , L (haut) et regression sur ces quantités afin d’estimer α
et β (bas) pour le problème d’estimation de E[A006

L XL]. Les estimations
sont faites à partir de 1000 échantillons.

L’ajout des filtres ne permet pas, ici, de faire évoluer les espérances ou variances
des termes de correction pour se rapprocher des hypothèses du théorème de conver-
gence du MLMC. Les grilles les plus grossières semblent encore détériorer la qualité
de l’estimateur et, bien que les quantités α et β soient légèrement plus élevées pour les
estimateurs F-MLMC, la décroissance clairement non linéaire des Eℓ et Vℓ ne permet
pas de conclure quant à la MSE du F-MLMC comparé au MLMC. Il faut, cependant,
noter que les Eℓ et Vℓ sont constamment plus faibles pour le F-MLMC que pour le
MLMC. La détérioration de la variance des grilles les plus grossières seraient alors
moins important pour le F-MLMC. C’est effectivement ce que l’on observe avec la
variance totale des estimateurs sur la figure 4.8.

L’ajout des filtres permet de réduire la variance totale de l’estimateur dans tous
les cas et, là où l’ajout des niveaux les plus grossiers détériore fortement la variance
du MLMC, leur impact sur le F-MLMC est faible. Les derniers niveaux n’apportent
rien à l’estimateur mais les filtres semblent réduire une grande partie de leurs effets
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FIGURE 4.8 – Allocation optimale des échantillons pour les estimateurs
MLMC et F-MLMC à 6 niveaux, et la variance totale résultante des
estimateurs MC (L = 0) et de différents estimateurs MLMC et F-
MLMC pour le problème d’estimation de E[A006

L XL]. Le niveau le plus
fin L correspond à une résolution avec nL = 512 et le budget total est
fixé à η = 100CL. La variance est estimée à partir de 1000 estimateurs.

négatifs, même avec une allocation optimale similaire entre MLMC et F-MLMC. Les
meilleurs estimateurs sont ceux à 3 niveaux (L = 2) où les filtres apportent une
réduction conséquente de la variance totale (environ 30% de réduction). En plus
d’améliorer la variance de l’estimateur, les filtres semblent contribuer à l’amélioration
de la stabilité de l’estimateur face à l’utilisation de niveaux non-adaptés au problème
considéré. Finalement, la figure 4.9 présente la décomposition spectrale de la variance
des estimateurs MLMC et F-MLMC pour L ∈ {1, 3, 5}.

La réduction de la variance sur l’ensemble du spectre pour le F-MLMC est ici
bien visible. Pour les estimateurs MLMC basés sur 4 et 6 niveaux, on observe sur
les courbes de variance cumulée que l’entièreté du spectre contribue, de manière
significative, à l’augmentation de la variance totale. Pour le F-MLMC on retrouve
des courbes similaires aux cas précédents où les composantes associées aux petites et
moyennes échelles sont négligeables. La majorité de la variance totale provient des
grandes échelles et cette variance a été également réduite par l’étape de filtrage. On
remarque que le F-MLMC à 6 niveaux reste moins bon, en terme de variance totale,
que celui à 4 niveaux. Cependant, la différence de variance est bien moindre comparée
à la différence entre la variance du MLMC à 6 et 4 niveaux. Le filtrage des petites
échelles qui détériorent la variance rend l’estimateur plus robuste à l’ajout de niveaux
trop grossiers. Pour conclure cette illustration de l’estimateur F-MLMC, on présente
la variance totale de l’estimateur F-MLMC∗ basé sur la hiérarchie des modèles f̄ ∗ℓ de
l’équation (4.41). La figure 4.10 compare la variance totale des estimateurs F-MLMC∗

avec celle des estimateurs F-MLMC utilisés précédemment.
Les modèles f̄ ∗ℓ contiennent plus d’applications des opérateurs de filtrage Sℓ, ce

qui conduit à une réduction plus importante des petites échelles et de leur impact
négatif sur la variance de l’estimateur. Cependant, on a vu que les filtres réduisaient
également une partie des composantes associées aux grandes et moyennes échelles.
Un filtrage trop important peut donc conduire à des pertes d’informations qui sont
trop importantes comparées à la réduction des erreurs duent aux fines échelles. On
observe ici que la variance totale des estimateurs F-MLMC∗ est toujours légèrement
plus élevée que celle des estimateurs F-MLMC, et ce pour les deux problèmes consi-
dérés. L’étape supplémentaire de filtrage dans la définition des opérateurs ne semble
pas rentable ici.
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FIGURE 4.9 – Variance spectrale et cumulée de l’estimateur MC (L = 0)
et de différents estimateurs MLMC (haut) et F-MLMC (bas), avec
L ∈ {1, 3, 5}, pour le problème d’estimation de E[A001

L XL]. Le niveau
le plus fin L correspond à une résolution avec nL = 512 et le budget
total est fixé à η = 100CL. La variance est estimée à partir de 1000

estimateurs.
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FIGURE 4.10 – Variance totale des estimateurs F-MLMC∗ (bleu) et
F-MLMC (orange) pour l’estimation de E[A006

L XL] (gauche) et de
E[A001

L XL] (droite). Les variances des estimateurs F-MLMC sont exac-
tement les mêmes que précédemment et sont ici affichées pour faciliter
la comparaison. Le niveau le plus fin L correspond à une résolution
avec nL = 512 et le budget total est fixé à η = 100CL. La variance est

estimée à partir de 1000 estimateurs.
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4.4 Choix du filtre et des opérateurs d’interpolation

Les deux sections précédentes ont permis de montrer que, en ajoutant une étape
de filtrage inspirée des méthodes multigrilles avant la restriction et après la prolonga-
tion, il était possible de réduire la variance des différentes composantes spectrales
d’un champ discrétisé ainsi que la variance totale de l’estimateur. L’analyse spectrale
et les résultats sur l’illustration 1D se basent sur des opérateurs précis de transfert
et de filtrage (cf. équations (3.19), (3.20) et (4.5)). Ces opérateurs ont été choisis pour
leur simplicité, permettant ainsi d’écrire les différentes expressions de la variance
des estimateurs. Il existe, cependant, de nombreux autres opérateurs qui pourraient
être utilisés et dont les effets sur l’estimateur MLMC seraient différents. En fonction
du problème étudié et des résultats recherchés, les opérateurs optimaux sont poten-
tiellement très différents. Le choix des opérateurs de transfert optimaux dans une
méthode multi-niveaux en fonction de l’application étudiée est un sujet complexe.
Cette section, loin d’étudier un sujet aussi vaste, propose seulement quelques idées et
outils pour commencer à explorer le choix des opérateurs dans un estimateur MLMC
appliqué à l’estimation de champs discrétisés.

4.4.1 Augmentation de l’ordre des opérateurs de transfert

Le chapitre 3 a introduit les opérateurs de prolongation et de restriction Pℓ
ℓ−1 et

Rℓ−1
ℓ qui permettent de transférer la représentation discrétisée d’un champ d’une

grille vers une autre. La section 4.1 de ce chapitre a introduit les opérateurs de filtrage
Sℓ qui permettent de réduire les fines échelles dans la représentation d’un champ sur
une grille ℓ. L’estimateur F-MLMC se base alors sur une première étape de filtrage
avant la restriction (pré-filtrage) et une seconde après la prolongation (post-filtrage).
L’ajout de ces étapes de filtrage aboutit alors à de nouveaux opérateurs de transfert
P̄ℓ
ℓ−1 et R̄ℓ−1

ℓ définis dans l’équation (4.1). L’estimateur F-MLMC est donc bien un
estimateur MLMC avec, comme seule différence, des opérateurs de transfert plus
complexes. Les résultats de l’illustration de la section 4.3 montrent que, pour le
problème considéré, ces opérateurs plus complexes permettent de réduire la variance
de l’estimateur. Dans l’objectif de réduire la variance totale de l’estimateur MLMC,
exprimée dans le cas simplifié d’un estimateur bi-niveaux basé sur des modèles
linéaires dans l’équation (3.70), les opérateurs de transferts doivent être tels qu’ils
minimisent la distance entre F̃ℓ et F̃ℓ−1. Autrement dit, ces opérateurs doivent être
choisis pour que les modèles définis sur les différentes grilles soient les plus similaires
possible entre eux.

Les opérateurs de transfert des équations (3.19) et (3.20) choisis pour étudier le
MLMC sont simples et c’est ce qui peut expliquer les effets négatifs induits par leur
utilisation. Lorsqu’on les combine avec les filtres de Shapiro d’ordre 2, définis dans
l’équation (4.5), on obtient les opérateurs

P̄ℓ
ℓ−1 = SℓPℓ

ℓ−1 =
1
4



3 1
3 1
1 3

3 1
1 3

. . .


∈ Rnℓ×nℓ−1 , (4.42)
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et

R̄ℓ−1
ℓ = Rℓ−1

ℓ Sℓ =
1

4
√

2

3 3 1 1
1 3 3 1

. . .

 ∈ Rnℓ−1×nℓ . (4.43)

On peut alors remarquer que l’opérateur P̄ℓ
ℓ−1 correspond à l’interpolation linéaire

entre deux grilles centrées sur les cellules de taille nℓ−1 et nℓ. L’interpolation linéaire
pour les grilles centrées sur les cellules lisse la représentation du champ discrétisé
auxquel elle est appliquée, elle filtre donc les composantes fines échelles. On est passé
d’un opérateur Pℓ

ℓ−1 d’ordre 1 (qui interpole exactement les polynômes d’ordre 0) à
un opérateur P̄ℓ

ℓ−1 d’ordre 2 (qui interpole exactement les polynômes d’ordre 1). Les
résultats obtenus sur le F-MLMC lors de l’illustration 1D de la section précédente
ont permis de montrer que l’utilisation de l’interpolation linéaire et sa transposée
réduisent la variance comparé à l’utilisation des opérateurs des équations (3.19)
et (3.20). On refait donc le lien avec les méthodes multigrilles où les opérateurs de
transfert doivent être d’ordre suffisamment élevé pour assurer la convergence [33].
L’ajout de filtres de Shapiro permet d’augmenter l’ordre des opérateurs de transfert
et cela est utilisé, par exemple, dans [17] pour assurer la convergence de méthodes
multigrilles appliquées à des problèmes d’assimilation de données. Il semble que,
de manière similaire, les opérateurs de transfert de l’estimateur MLMC décrit dans
l’équation (3.7) doivent être d’un ordre suffisamment élevé pour obtenir une bonne
estimation des différentes échelles. Cependant, une étude plus poussée est requise
pour pouvoir conclure à ce sujet. La suite de cette section présente des tests avec
d’autres opérateurs afin de fournir quelques premières pistes pour une telle étude.

4.4.2 Étude et comparaison de différents filtres

Il existe de nombreux opérateurs qui peuvent être utilisés et seuls quelques
opérateurs spécifiques sont étudiés dans cette partie. À la vue du spectre du filtre de
Shapiro d’ordre 2 présenté sur la figure 4.1, une idée serait de chercher des opérateurs
qui filtrent mieux la seconde moitié du spectre tout en réduisant moins la première
moitié, c’est-à-dire des filtres qui se rapprochent du filtre "porte" dans l’espace spectral.
Il est possible, pour cela, de considérer les filtres de Shapiro d’ordre supérieur à 2
comme, par exemple, le filtre d’ordre 4 défini dans [65] comme

S(4)
ℓ :=

1
16


10 4 −1 −1 4
4 10 4 −1 −1
−1 4 10 4 −1

. . .

 ∈ Rnℓ×nℓ . (4.44)

On note alors S(2)
ℓ := Sℓ le filtre de Shapiro d’ordre 2. Une autre possibilité pour

construire d’autres opérateurs de filtrage consiste à appliquer plusieurs fois successi-
vement un même filtre. On peut, par exemple, considérer les filtres (S(2)

ℓ )2 et (S(4)
ℓ )2

constitués de deux applications successives des filtres de Shapiro d’ordre 2 et 4. Les
opérateurs S(4)

ℓ , (S(2)
ℓ )2 et (S(4)

ℓ )2 sont circulants et peuvent donc être diagonalisés
dans la base de Hartley Hℓ. Leurs valeurs propres sont présentées sur la figure 4.11.

Le filtre de Shapiro d’ordre 4 conserve mieux les grandes échelles mais, en contre-
partie, filtre moins les fines échelles. Le filtre d’ordre 2 itéré (appliqué 2 fois), filtre
mieux les fines échelles mais réduit beaucoup plus les grandes et moyennes échelles.
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Finalement le filtre d’ordre 4 itéré possède une coupure plus nette entre la conserva-
tion des grandes échelles et le filtrage des fines échelles. Il est compliqué, à l’avance,
de savoir lequel de ces filtres permettra la meilleure réduction de variance et on
propose donc de les tester sur l’illustration 1D utilisée dans les sections 3.4 et 4.3 afin
d’observer les différences sur l’estimateur MLMC. Les variances totales des différents
estimateurs F-MLMC basés sur les différents filtres sont présentées dans la figure 4.12.
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(B) Variance totale pour l’estimation de E[A001
L XL].

FIGURE 4.12 – Variance totale des estimateurs F-MLMC utilisant les
filtres S(2)

ℓ (bleu), S(4)
ℓ (orange), (S(2)

ℓ )2 (vert) et (S(4)
ℓ )2 (jaune) pour

l’estimation de E[A006
L XL] (gauche) et de E[A001

L XL] (droite). Les va-

riances des estimateurs F-MLMC basés sur le filtre S(2)
ℓ sont exacte-

ment les mêmes que précédemment et sont ici affichées pour faciliter
la comparaison. Le niveau le plus fin L correspond à une résolution
avec nL = 512 et le budget total est fixé à η = 100CL. La variance est

estimée à partir de 1000 estimateurs.

Pour l’estimation de E[A006
L XL], les résultats des différents estimateurs sont très

similaires, le filtre de Shapiro d’ordre 4 (itéré ou non) semble apporter une légère
réduction de la variance pour les estimateurs avec L ⩾ 3. Dans le cas de l’estimation
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de E[A001
L XL], la réduction de variance apportée par les filtres de Shapiro d’ordre 4

(itéré ou non) est plus visible, la meilleure préservation des grandes échelles semble
bénéfique ici. Dans les deux cas, en comparant les variances des différents estimateurs
F-MLMC avec celle du MLMC (cf. figures 4.5 et 4.8), la majorité de la réduction de
variance provient de l’ajout d’une étape de filtrage, quel que soit le filtre utilisé.
L’utilisation d’un filtre de Shapiro d’ordre 4 pour ce problème apporte une réduction
de variance supplémentaire mais avec un gain relativement faible.

Si la combinaison du filtre S(2)
ℓ avec l’opérateur de prolongation Pℓ

ℓ−1 revient à
l’application de l’interpolation linéaire, on peut également tester d’utiliser une inter-
polation d’ordre plus élevée. On propose d’utiliser l’interpolation cubique comme
opérateur de prolongation. L’interpolation cubique pour les grilles centrées sur les
cellules peut être représentée matriciellement par l’opérateur de prolongation

Pℓ
ℓ−1 =

1
384



315 −21
315 105 −15
105 315 −21
−21 315 105

−15 105 315
. . .

−21 315
. . .

−15 105
−21
−15

−15
−21
−105 −15



∈ Rnℓ×nℓ−1 (4.45)

L’opérateur de restriction garde sa définition comme opérateur transposé de la pro-
longation (à un facteur 1/

√
2 près), i.e., Rℓ−1

ℓ = 1/
√

2(Pℓ
ℓ−1)

T. La variance de l’esti-
mateur MLMC utilisant l’interpolation cubique est comparée à celle du F-MLMC
basé sur les filtres de Shapiro d’ordre 2, qui est donc équivalent à un MLMC basé sur
l’interpolation linéaire, sur la figure 4.13.

De manière similaire à ce qui a été observé lors de l’utilisation des différents filtres,
l’utilisation de l’interpolation cubique plutôt que linéaire apporte, dans la plupart des
cas, une légère réduction de la variance. L’utilisation d’un opérateur d’interpolation
d’ordre 3 semble, pour ce problème, apporter une meilleure réduction de variance
que l’interpolation linéaire, même si les gains sont assez faibles.

Pour l’illustration 1D considérée, le meilleur estimateur semble être le F-MLMC
utilisant un filtre de Shapiro d’ordre 4 itéré ou le F-MLMC basé sur l’interpolation
cubique. Cela semble cohérent avec l’hypothèse selon laquelle les opérateurs doivent
être d’ordre suffisamment élevé. Cependant, la différence entre les différents filtres
ou opérateurs de transfert utilisés reste faible, le principal gain de réduction de
variance provient surtout de l’ajout d’une étape de filtrage par rapport à l’estimateur
MLMC basé sur les opérateurs de transfert (3.19) et (3.20). Ces comparaisons entre les
différents filtres sont très dépendantes du problème considéré et il est donc difficile
d’en tirer des conclusions générales autre que la nécessité pour les opérateurs de
transfert de l’estimateur MLMC d’être d’ordre suffisament élevés pour l’application
étudiée. Cette conclusion fait, encore une fois, écho aux différentes conditions sur
l’ordre des opérateurs de transfert dans les méthodes multigrilles pour assurer leur
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(A) Variance totale pour l’estimation de E[A006
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(B) Variance totale pour l’estimation de E[A001
L XL].

FIGURE 4.13 – Variance totale des estimateurs F-MLMC utilisant
les filtres S(2)

ℓ (bleu) et des estimateurs MLMC basés sur l’interpo-
lation cubique (orange) pour l’estimation de E[A006

L XL] (gauche) et de
E[A001

L XL] (droite). Les variances des estimateurs F-MLMC basés sur

le filtre S(2)
ℓ sont les mêmes que précédemment et sont ici affichées

pour faciliter la comparaison. Le niveau le plus fin L correspond à une
résolution avec nL = 512 et le budget total est fixé à η = 100CL. La

variance est estimée à partir de 1000 estimateurs.

convergence [33, 17]. Ces quelques expériences confirment le besoin d’effectuer une
étude pour exprimer plus clairement les différences entre les opérateurs comparés
ici, ce qui pourrait permettre d’aboutir à une meilleure compréhension du lien entre
ordre des opérateurs de transfert et variance de l’estimateur. En effet, tester différents
filtres pour trouver celui apportant la meilleure réduction de variance peut être une
étape longue et coûteuse, il serait donc intéressant d’avoir des méthodes permettant
de guider ou d’aider au choix de ces opérateurs.

4.4.3 Weighted MLMC

Liens entre F-MLMC et WMLMC

Lors du choix des opérateurs de prolongation et de restriction des équations (3.19)
et (3.20), plusieurs propriétés ont été imposées sur ces opérateurs dans les équa-
tions (3.15) et (3.17). La seconde propriété portait sur le fait que la restriction d’un
bruit blanc devait rester un bruit blanc. Cette propriété, couplée à la contrainte
Rℓ
ℓ′ = αℓ′−ℓ(Pℓ′

ℓ )
T, imposait de choisir α = 2−1/2. Cependant, dès que l’on ajoute une

étape de pré-filtrage et que l’on considère l’opérateur de restriction R̄ℓ−1
ℓ de l’équa-

tion (4.1), cette propriété n’est plus vérifiable pour α ∈ R car R̄ℓ−1
ℓ (R̄ℓ−1

ℓ )T ̸= Inℓ−1 . La
propriété que l’on impose alors pour fixer le facteur α est, pour tout ℓ et ℓ′ tels que
nℓ′ > nℓ,

R̄ℓ
ℓ′(R̄

ℓ
ℓ′)

T1nℓ
= 1nℓ

(4.46)

où 1nℓ
∈ Rnℓ est le vecteur constant égal à 1. Cette propriété peut s’interpréter comme

la conservation des vecteurs constants par application de R̄ℓ
ℓ′(R̄

ℓ
ℓ′)

T. On remarque
que cette propriété est bien vérifiée pour les opérateurs de restriction sans filtres de
l’équation (3.20) utilisés par l’estimateur MLMC. Pour les opérateurs filtrés R̄ℓ−1

ℓ où
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ℓ = 1, . . . , L, on a

R̄ℓ−1
ℓ (R̄ℓ−1

ℓ )T1nℓ
= Rℓ−1

ℓ SST(Rℓ−1
ℓ )T1nℓ

(4.47)

=
1
32


10 10 5 1 1 5
5 10 10 5 1 1
1 5 10 10 5 1

. . .

 1nℓ
= 1nℓ

(4.48)

Le choix du facteur α = 2−1/2 est donc également celui qui permet de vérifier
cette propriété pour les opérateurs R̄ℓ

ℓ′ définis à partir de l’équation (4.1) comme
combinaison d’un filtre de Shapiro d’ordre 2 (4.5) et de la restriction (3.20). On
aimerait, cependant, vérifier si le choix d’imposer la propriété (4.46), et donc le choix
du facteur α = 2−1/2, est bien celui qui minimise la variance de l’estimateur F-MLMC.
Par linéarité des opérateurs utilisés et des modèles considérés, on a linéarité des
opérateurs f̄ℓ, pour ℓ = 0, . . . , L, utilisés par le F-MLMC, et donc

f̄ℓ = αL−ℓP̄L
ℓ−1Aℓ(P̄L

ℓ )
T. (4.49)

En notant f̂ℓ := P̄L
ℓ−1Aℓ(P̄L

ℓ )
T on peut réécrire l’estimateur F-MLMC de l’équation (4.4)

comme

µ̂F-MLMC
L =

1
M0

M0

∑
i=1

αL f̂0(X
(0,i)
L ) +

L

∑
ℓ=1

1
Mℓ

Mℓ

∑
i=1

αL−ℓ f̂ℓ(X
(ℓ,i)
L )− αL−ℓ+1 f̂ℓ−1(X

(ℓ,i)
L ).

(4.50)
En choisissant α = 2−1/2 on retrouve bien l’estimateur utilisé précédemment. Sous
cette forme, l’estimateur F-MLMC apparait similaire à un estimateur weighted MLMC
(WMLMC) [56, 66]. On pose l’estimateur WMLMC de E[ fL(XL)]

µ̂WMLMC
L =

1
M0

M0

∑
i=1

β0 f̂0(X
(0,i)
L ) +

L

∑
ℓ=1

1
Mℓ

Mℓ

∑
i=1

βℓ f̂ℓ(X
(ℓ,i)
L )− βℓ−1 f̂ℓ−1(X

(ℓ,i)
L ), (4.51)

avec L + 1 Mℓ-échantillons indépendants {X(i)
L }Mℓ

i=1 de XL et {βℓ}L
ℓ=0 une suite de

poids réels. Sous la condition βL = 1, on a bien la somme télescopique

E[µ̂WMLMC
L ] = β0E[ f̂0(XL)] +

L

∑
ℓ=1

βℓE[ f̂ℓ(XL)]− βℓ−1E[ f̂ℓ−1(XL)] = E[ fL(XL)],

(4.52)
et le biais de cet estimateur est bien le biais du plus haut niveau de fidélité L. On sou-
haite maintenant trouver les poids {βℓ}L−1

ℓ=0 qui minimisent V[µ̂WMLMC
L ]. On reprend

les formulations des estimateurs MLBLUE [63, 62] pour determiner la valeur opti-
male des poids {βℓ}L−1

ℓ=0 . En reprenant les résultats de [63, 18], on obtient l’expression
suivante des poids qui minimisent la variance de l’estimateur

βℓ = MℓC−1
ℓ Jℓ

(
L

∑
ℓ′=0

Mℓ′JT
ℓ′C

−1
ℓ′ Jℓ′

)−1

eL, (4.53)

où C0 := V[ f̂0(XL)] ∈ R et Cℓ := V[[ f̂ℓ(XL), f̂ℓ−1(XL)]
T] ∈ R2×2 sont les matrices

de variance-covariance associées aux différents niveaux, J0 ∈ R1×L+1 est l’opérateur
de selection du niveau 0 et Jℓ ∈ R2×L+1 l’opérateur de selection du couple (ℓ, ℓ− 1),
eL := (0 0 · · · 1)T ∈ RL+1 est le vecteur L + 1 de la base canonique de RL+1. On
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pose le vecteur M = (M0 M1 · · · ML)
T ∈ RL+1 et on note

Φ(M) :=
L

∑
ℓ=0

MℓJT
ℓ C−1

ℓ Jℓ. (4.54)

Les poids optimaux {βℓ}L−1
ℓ=0 dépendent donc de l’allocation {Mℓ}L−1

ℓ=0 , et celle alloca-
tion optimale des échantillons sur les différents niveaux s’obtient par résolution du
problème suivant

min
M∈RL+1

V[µ̂WMLMC
L (M)], tel que

L

∑
ℓ=0

Mℓ(Cℓ + Cℓ−1) ⩽ η, (4.55)

où Cℓ est le coût de calcul moyen d’une évaluation de f̂ℓ et η est le budget total
imposé. En injectant l’expression des poids (4.53) dans l’expression de la variance du
WMLMC, on obtient

V[µ̂WMLMC
L (M)] = eT

LΦ(M)−1eL. (4.56)

Pour une hiérarchie de modèles { f̂ℓ}L
ℓ=0 et un budget total η fixé, il est alors possible

d’obtenir l’allocation optimale par résolution numérique du problème (4.55), puis les
poids optimaux avec l’équation (4.53). Les matrices de variance-covariance apparais-
sant dans les expressions des poids (4.53) sont généralement inconnues et doivent
être estimées. L’estimation de ces matrices doit être indépendante de l’estimation de
E[ fL(XL)] pour éviter d’introduire du biais. La résolution numérique de problème
d’allocation optimale et l’estimation des matrices de variance-covariance implique
des coûts de calcul supplémentaire par rapport à un simple estimateur MLMC et
différentes stratégies de résolution sont discutées dans [63, 14].

L’estimateur F-MLMC de l’équation (4.50) a donc la même forme qu’un estimateur
WMLMC avec la suite de poids {αL−ℓ}L

ℓ=0. Obtenir les poids optimaux {βℓ}L
ℓ=0 de

l’estimateur WMLMC (4.51) peut donc guider le choix du paramètre α qui minimise
la variance de l’estimateur F-MLMC. La comparaison des poids optimaux obtenus
avec les poids {αL−ℓ}L

ℓ=0 où α = 2−1/2 est notamment intéressante pour vérifier
si la propriété de l’équation (4.46) que l’on a imposé permet bien d’aboutir à des
opérateurs de transfert qui minimisent la variance de l’estimateur F-MLMC.

Illustration 1D WMLMC

En reprenant l’illustration 1D utilisée plus haut pour comparer le MLMC et le
F-MLMC, il est possible d’utiliser le WMLMC et, en déterminant les poids optimaux,
déduire le coefficient α optimal pour l’opérateur de restriction utilisé. On reprend
donc le même contexte que la section 4.3, l’estimation de E[A006

L XL] et E[A001
L XL]

pour XL ∼ N (0nL , InL) avec le modèle fin fL définit sur une grille de taille 512. Le
budget total des estimateurs reste η = 1000CL. Les matrices de covariance {Cℓ}L

ℓ=0
sont estimées à partir d’échantillons pilotes de taille 10 000 et le problème d’allocation
optimale sous contrainte de budget total (4.55) est résolu numériquement à l’aide d’un
algorithme des régions de confiance pour de l’optimisation sous contraintes décrit
dans [8]. Les poids optimaux {βℓ}L−1

ℓ=0 sont finalement obtenus avec l’équation (4.53).
On considère d’abord les modèles basés sur les opérateurs de Galerkin

f̃ℓ := PL
ℓ Rℓ

LALPL
ℓ (P

L
ℓ )

T, ℓ = 0, . . . , L − 1, (4.57)
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qui sont utilisés pour définir un estimateur WMLMC à partir de l’équation (4.51). On
considère également les modèles

f̄ℓ := P̄L
ℓ Rℓ

LALPL
ℓ (P̄

L
ℓ )

T (4.58)

qui sont utilisés pour définir un estimateur F-WMLMC, toujours à partir de l’équa-
tion (4.51). Ces deux estimateurs correspondent exactement aux estimateurs MLMC

et F-MLMC utilisés dans la section 4.3 si les poids sont βℓ = αL−ℓ =
√

2
ℓ−1

. On affiche,
sous forme de tableau, les poids optimaux obtenus pour l’estimateur WMLMC et
F-WMLMC pour l’estimation de E[A006

L XL] (tableau 4.1) et E[A001
L XL] (tableau 4.2).

Poids optimaux {βℓ}L
ℓ=0 de l’estimateur WMLMC

ℓ L = 1 L = 2 L = 3 L = 4 L = 5
√

2
ℓ−5

0 0.6962 0.4804 0.3216 0.2023 0.1121 0.1768
1 1 0.7008 0.4852 0.3264 0.2035 0.25
2 1 0.7015 0.4872 0.3269 0.3536
3 1 0.7025 0.4874 0.5
4 1 0.7026 0.7071
5 1 1

(A) Table des {βℓ}L
ℓ=0 pour les estimateurs WMLMC.

Poids optimaux {βℓ}L
ℓ=0 de l’estimateur F-WMLMC

ℓ L = 1 L = 2 L = 3 L = 4 L = 5
√

2
ℓ−5

0 0.7043 0.5000 0.3538 0.2497 0.1727 0.1768
1 1 0.7060 0.5005 0.3558 0.2525 0.25
2 1 0.7067 0.5013 0.3565 0.3536
3 1 0.7072 0.5015 0.5
4 1 0.7073 0.7071
5 1 1

(B) Table des {βℓ}L
ℓ=0 pour les estimateurs F-WMLMC.

TABLE 4.1 – Tables des poids optimaux {βℓ}L
ℓ=0 des estimateurs

WMLMC et F-WMLMC pour le problème d’estimation de E[A006
L XL]

et pour différentes valeurs de L. Les poids sont obtenus à partir de
l’équation (4.53) après résolution du problème (4.55) et avec estimation

des covariances à partir d’un échantillon pilote de taille 10 000.

Dans ces tableaux, chaque colonne correspond aux poids obtenus pour un es-
timateur avec un nombre de niveaux L fixé. Le poids du niveau le plus fin ℓ = L
est toujours fixé à 1 pour assurer la somme téléscopique (4.52). La comparaison

avec les poids
√

2
ℓ−5

utilisés par le F-MLMC de la section 4.3 est à faire en considé-
rant les diagonales du tableau, c’est-à-dire que l’on compare, par exemple, le poids√

2
4−5

= 1/
√

2 avec le poids numéroté par ℓ = L − 1 de chaque estimateur. Pour
le problème d’estimation de E[A006

L XL], les poids obtenus et présentés dans le ta-

bleau 4.1 sont très proches des facteurs
√

2
ℓ−L

. Cela confirme que l’utilisation d’un
facteur 1/

√
2 devant l’opérateur de restriction est le bon choix, que ce soit pour l’opé-

rateur sans ou avec le filtre de Shapiro d’ordre 2. On observe cependant des poids
légèrement plus faibles que ceux attendus pour le dernier niveau de l’estimateur
WMLMC avec L = 4 et L = 5, ce qui semble indiquer que ces niveaux sont moins
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utiles. Afin de vérifier si les poids obtenus sont bien ceux qui minimisent la variance
de l’estimateur, on affiche les variances totales de ces estimateurs dans la figure 4.14
où elles sont comparées aux variances des estimateurs MLMC et F-MLMC obtenues
précédemment.
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FIGURE 4.14 – Variance totale des estimateurs MLMC, WMLMC, F-
MLMC et F-WMLMC pour L ∈ {1, . . . , 5} ainsi que l’estimateur MC
(L = 0) pour l’estimation de E[A006

L XL]. Le niveau le plus fin L corres-
pond toujours à une résolution avec nL = 512 et le budget total est
fixé à η = 100CL. La variance est estimée à partir de 1000 estimateurs.

On constate, premièrement, que les profils de variance sont très proches entre
les estimateurs MLMC et WMLMC, ainsi qu’entre les estimateurs F-MLMC et F-
WMLMC. En théorie, l’ajout des poids optimaux ne peut pas, par définition, conduire
à une augmentation de la variance totale de l’estimateur. En pratique, les différentes
estimations et erreurs numériques peuvent conduire à des résultats légèrement dif-
férents. Ici, la similarité des variances totales, ainsi que les poids optimaux obtenus
qui conduisent à un estimateur WMLMC quasiment équivalent au MLMC semble
indiquer que l’estimateur MLMC utilisé est déjà de variance minimale pour le choix
du coefficient α. Le même raisonnement peut être émis pour les estimateurs F-MLMC
et F-WMLMC. Pour l’estimation de E[A001

L XL], les poids optimaux obtenus sont
reportés dans le tableau 4.2

Contrairement aux résultats précédents, les poids optimaux de l’estimateur
WMLMC pour le problème d’estimation de E[A001

L XL] sont significativement dif-
férents des poids utilisés pour l’estimateur MLMC. Le poids du dernier niveau de
l’estimateur L = 5, par exemple, est presque 10 fois plus petit que celui utilisé par
le MLMC. On rappelle, cependant, que pour ce problème, la figure 4.8 avait montré
que l’ajout de niveaux passé le troisième détériorait la variance totale de l’estimateur.
Il est donc cohérent, avec le WMLMC, d’obtenir des poids plus faibles que ceux
utilisés précédemment, notamment pour les niveaux les plus grossiers. Les poids du
F-WMLMC sont, eux, bien plus similaires à ceux utilisés pour le F-MLMC, même
si l’on observe encore quelques différences significatives pour les poids associées
aux derniers niveaux. La figure 4.15 présente les variances totales de ces différents
estimateurs.

Les estimateurs F-MLMC et F-WMLMC ont des variances totales très similaires,
ce qui est cohérent avec les poids optimaux obtenus qui sont, eux aussi, très proches.
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Poids optimaux {βℓ}L
ℓ=0 de l’estimateur WMLMC

ℓ L = 1 L = 2 L = 3 L = 4 L = 5
√

2
ℓ−5

0 0.6398 0.3728 0.1856 0.0714 0.0238 0.1768
1 1 0.6467 0.3680 0.1624 0.0520 0.25
2 1 0.6439 0.3553 0.1524 0.3536
3 1 0.6403 0.3510 0.5
4 1 0.6388 0.7071
5 1 1

(A) Table des {βℓ}L
ℓ=0 pour les estimateurs WMLMC.

Poids optimaux {βℓ}L
ℓ=0 de l’estimateur F-WMLMC

ℓ L = 1 L = 2 L = 3 L = 4 L = 5
√

2
ℓ−5

0 0.7043 0.4940 0.3259 0.2017 0.1312 0.1768
1 1 0.7116 0.4930 0.3210 0.2014 0.25
2 1 0.7096 0.4911 0.3230 0.3536
3 1 0.7091 0.4945 0.5
4 1 0.7117 0.7071
5 1 1

(B) Table des {βℓ}L
ℓ=0 pour les estimateurs F-WMLMC.

TABLE 4.2 – Tables des poids optimaux {βℓ}L
ℓ=0 des estimateurs

WMLMC et F-WMLMC pour le problème d’estimation de E[A001
L XL]

et pour différentes valeurs de L. Les poids sont obtenus à partir de
l’équation (4.53) après résolution du problème (4.55) et avec estimation

des covariances à partir d’un échantillon pilote de taille 10 000.

L=0 (MC) L=1 L=2 L=3 L=4 L=5
0.0
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FIGURE 4.15 – Variance totale des estimateurs MLMC, WMLMC, F-
MLMC et F-WMLMC pour L ∈ {1, . . . , 5} ainsi que l’estimateur MC
(L = 0) pour l’estimation de E[A001

L XL]. Le niveau le plus fin L corres-
pond toujours à une résolution avec nL = 512 et le budget total est
fixé à η = 100CL. La variance est estimée à partir de 1000 estimateurs.

Pour la version sans filtres, il est intéressant de constater que l’estimateur WMLMC
est bien meilleur que le MLMC. Les poids obtenus semblent compenser l’ajout des
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niveaux les plus grossiers pour lesquels la représentation du champ considéré est
complétement polluée par les effets négatifs des opérateurs de transfert.

Le facteur 2−1/2 ajouté devant les opérateurs de restriction semble être optimal
dans les cas considérés ici, excepté le cas du MLMC pour l’estimation de E[A001

L XL]
où les niveaux les plus grossiers détériorent la variance totale. La concordance des
poids obtenus entre le F-MLMC et le F-WMLMC est notamment intéressante car,
dans le cas des opérateurs filtrés R̄ℓ−1

ℓ , les expériences faites permettent de conforter
notre choix d’imposer la propriété (4.46) sur les opérateurs de transfert. Le choix de
ce facteur 2−1/2 est justifié et les illustrations faites jusqu’à maintenant correspondent
au cas optimal. L’utilisation du WMLMC peut donc aider au choix des opérateurs
de transfert en permettant de trouver le facteur optimal à appliquer devant ces
opérateurs.

4.5 Conclusion

Ce chapitre a introduit l’estimateur F-MLMC (4.4) qui ajoute une étape de fil-
trage avant la restriction et après la prolongation d’un champ discrétisé. L’objectif est
d’atténuer les effets négatifs des opérateurs de transferts sur l’estimateur en filtrant
les fines échelles qui sont mal représentées sur les grilles grossières et polluent la
représentation du champ. Dans le cas simplifié de modèles linéaires, symétriques
et circulants, l’expression de la variance des estimateurs MLMC et F-MLMC à deux
niveaux permet une analyse spectrale de l’effet des filtres. Le filtrage des fines échelles
avec un filtre de Shapiro d’ordre 2 permet de réduire fortement les termes parasites
introduits par les opérateurs de transfert qui apparaissent dans la variance de l’esti-
mateur, ce qui se fait au prix d’une perte d’information sur les moyennes et grandes
échelles. Les comparaisons de l’estimateur MLMC et F-MLMC sur l’illustration 1D
étudiée montre une réduction significative de la variance de toutes les composantes
spectrales, et donc une réduction significative de la variance totale de l’estimateur.
La question du choix des filtres et des opérateurs de transfert qui minimisent la
variance du F-MLMC se pose alors. Les expériences effectuées semblent montrer que,
de manière similaire aux méthodes multigrilles, les opérateurs de transfert utilisés
dans l’estimateur MLMC doivent être d’ordre suffisamment élevé et qu’il est possible
d’augmenter l’ordre de ces opérateurs de transfert en ajoutant des filtres de Shapiro
comme cela a été fait dans [17]. Une étude plus poussée sur l’ordre des opérateurs de
transfert et leur lien avec la variance de l’estimateur pourrait confirmer un tel résultat.
Outre tester simplement des opérateurs de filtrage d’ordre différents, il est également
possible d’utiliser des méthodes de type MLBLUE pour guider le choix des filtres.
L’utilisation du WMLMC a ici permis, par exemple, de confirmer que l’utilisation
du facteur 2−1/2 devant les opérateurs de restriction était justifiée et même optimale
dans certaines expériences. En utilisant l’extension du MLBLUE présentée dans [18,
section 4.4] pour des champs discrétisés incluant un changement de base, il peut être
possible de trouver les poids optimaux à appliquer à chaque composante spectrale
d’un champ pour minimiser la variance de l’estimateur. Obtenir des poids à appliquer
à chaque composante spectrale reviendrait à trouver un filtre à appliquer aux champs
obtenus après l’étape de prolongation, donc trouver un opérateur de post-filtrage
qui minimise la variance. Une telle étude pourrait apporter une meilleure compré-
hension des filtres recherchés pour minimiser la variance de l’estimateur MLMC. Il
est, cependant, important de rappeler que les développements théoriques effectués
et l’illustration étudiée dans ce chapitre sont des cas extrêmement simplifiés qui ne
représentent pas la complexité d’une application réelle. En effet, on a considéré des
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simulateurs linéaires, symétriques et circulants, et l’espérance du champ discrétisé
que l’on souhaite estimer est connue et égale au champ nul. L’objectif du chapitre
suivant est donc de proposer un cas d’application plus complexe afin d’illustrer les
améliorations apportées par l’estimateur F-MLMC.
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Chapitre 5

Expériences numériques

Les chapitres précédents ont permis une meilleure compréhension de l’impact
des opérateurs de transfert sur un estimateur multi-niveaux et ont démontré les
avantages apportés par l’ajout des filtres sur un problème d’estimation de l’espérance,
constante et nulle, d’un champ aléatoire discrétisé issu de l’application d’un modèle
linéaire, symétrique et circulant à un champ aléatoire discrétisé d’entrée. Un de nos
objectifs est d’étendre les applications du MLMC aux géosciences, et l’illustration
de la section 4.3 n’est pas vraiment représentative des problèmes rencontrés dans
ce domaine. Ce chapitre se consacre donc à l’étude d’un problème plus complexe
basé sur des simulateurs non-linéaires, en 1D et en 2D. Les expériences numériques
présentées ici permettent de comparer des performances des estimateurs MLMC et
F-MLMC à celle d’un simple estimateur MC afin de vérifier, expérimentalement, si
les conclusions des chapitres précédents se confirment.

5.1 Contexte et présentation du problème

5.1.1 Problème de normalisation d’un opérateur de covariance basé sur la
diffusion

La modélisation et l’estimation de matrices de covariance sont des étapes cruciales
pour l’assimilation de données en géosciences [10], notamment pour la matrice de
covariance de l’erreur d’ébauche B ∈ Rn×n. Une approche générale pour modéliser de
telles matrices de covariance est d’utiliser un opérateur linéaire différentiel discrétisé.
On pense, par exemple, aux opérateurs de diffusion discrétisés qui permettent de
représenter des matrices de noyau de covariance Matérn [75, 29]. L’utilisation de ces
opérateurs de diffusion pour modéliser des covariances se retrouve notamment en
assimilation de données pour l’océan [70], l’atmosphère [46] ou en géostatistique [58].
De tels opérateurs permettent de modéliser une structure de covariance, mais une
étape de normalisation est ensuite nécessaire afin de pouvoir imposer les variances
souhaitées. Autrement dit, si l’on note L ∈ Rn×n une matrice de covariance modélisée
comme un opérateur de diffusion, l’étape de normalisation consiste à construire la
matrice de corrélation

C := ΓLΓ, (5.1)

où
Γ := Diag(γ1, . . . , γn) = Diag(diag(L))−1/2. (5.2)

Dans cette expression, l’opérateur Diag(·) transforme un vecteur en une matrice
diagonale dont les éléments diagonaux sont les entrées du vecteur, et l’opérateur
diag(·) retourne le vecteur contenant la diagonale de la matrice d’entrée. Une fois
cette étape effectuée, il est facile de construire une matrice de covariance B avec
Σ2 = ΣΣ = Diag(σ2

1 , . . . , σ2
n) la matrice diagonale des variances que l’on souhaite
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imposer,
B = ΣCΣ = ΣΓLΓΣ. (5.3)

En pratique, quand la dimension n du problème est grande (n ∼ 108 dans des
modèles opérationnels), l’opérateur de diffusion L, qui est dense, n’est pas stocké
explicitement. Seule sa représentation sous la forme d’une application à un vecteur
est accessible. La diagonale de L, qui sert à calculer la matrice Γ des coefficients de
normalisation, n’est pas directement accessible. Une méthode exacte pour obtenir
cette diagonale est d’appliquer L à tous les vecteurs ei de la base canonique de Rn,

v := diag(L) = ((Le1)1, (Le2)2, . . . , (Len)n)
T . (5.4)

Cependant, cette méthode est prohibitivement coûteuse pour n grand. La méthode
la plus utilisée actuellement [73] est d’estimer les coefficients de normalisation par
randomisation avec un estimateur MC. Nous cherchons donc à appliquer l’estimateur
MLMC à ce problème pour essayer d’améliorer l’estimation des coefficients de nor-
malisation par rapport à l’estimateur MC. Avant de détailler l’estimateur MC utilisé,
nous détaillons la construction de l’opérateur de diffusion L.

5.1.2 Construction de l’opérateur de diffusion

Soit la fonction

u : R+ ×D → R

(t, x) 7→ u(t, x)
(5.5)

telle que u(t, ·) soit de carré intégrable sur D ⊂ Rd avec d ∈ {1, 2, 3}. L’équation de
diffusion s’écrit

∂u
∂t

= ∇ · (κ∇u), (5.6)

avec t un pseudo-temps et κ : D → Rd×d un champ tensoriel, symétrique semi-défini
positif, constant dans le temps, représentant la diffusivité. Cette équation est soumise
à des conditions aux bords dépendentes de l’application considérée. Conformément
à [50], on utilise un schéma d’Euler implicite en temps pour la résolution de cette
équation. En discrétisant le temps avec un pas constant ∆t et en notant tk = k∆t pour
k ∈ N, on peut écrire l’approximation suivante de équation (5.6) :

u(tk, x)− u(tk−1, x)
∆t

= ∇ · (κ∇u(tk, x)). (5.7)

On s’intéresse à la solution de l’équation à un temps tm avec m ∈ N∗. On a donc

u(tm, x) = (id − ∆t∇ · κ∇)−mu(t0, x), (5.8)

avec id la fonction identité. L’équation (5.8) représente donc un opérateur de diffusion
implicite sur m pas de temps de longueur ∆t appliqué à la condition initiale u(t0, x).
La solution intégrale de cette équation sur Rd définit un opérateur de covariance
dont le noyau est une fonction Matérn [75, 29]. La méthode de résolution de cette
équation est présentée dans [72, Section 3.2]. Dans la suite, on fixe un pas de temps
unitaire ∆t = 1 et on impose m = 2q où q ∈ N. De plus, on se restreint à un tenseur
de diffusivité κ diagonal, i.e., à chaque point de l’espace est associée une matrice
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[Kij]i,j=1,...,d diagonale. Les termes diagonaux sont définis selon [71] suivant la relation

Kii(x) =
1

2m − d − 2
D2

ii(x), (5.9)

avec m > (d + 2)/2 et où Dii(x) représente une longueur de corrélation dans la
direction i au point x de l’espace pour i = 1, . . . , d. Le champ tensoriel qui associe à
chaque point de l’espace la matrice [Di,j]i,j=1,...,d, ici considérée diagonale, est appelé
champ de Daley [71].

On considère une discrétisation du domaine D en une grille composée de n
cellules dont W ∈ Rn×n est la matrice de Gram, symétrique definie positive, qui
encode sa structure. Les champs scalaires définis sur D sont alors représentés par un
vecteur de taille n dont les entrées correspondent à la valeur du champ au centre des
cellules de la grille. On définit la matrice ∆ ∈ Rn×n qui représente la discrétisation
de l’opérateur différentiel ∇ · κ∇ sur cette grille à l’aide d’une formulation forte. On
impose que la discrétisation choisie soit telle que ∆ soit auto-adjoint par rapport au
produit scalaire pondéré par W, i.e., W∆ = (W∆)T. On définit

L := (I − ∆)−mW−1 (5.10)

l’opérateur de diffusion associé à la discrétisation spatiale de l’équation (5.8). Cette
matrice L est symétrique car

(∆−mW−1)T = W−T(∆−m)T (5.11)

= W−T∆−T(∆−T)m−1 (5.12)

= (W∆)−T(∆−T)m−1 (5.13)

= (W∆)−1(∆−T)m−1 (5.14)

= ∆−1W−1(∆−T)m−1 (5.15)
= . . . (5.16)

= ∆−mW−1. (5.17)

Elle est également définie positive car −∆ est définie positive. L représente donc bien
une matrice de covariance et admet une décomposition L = AAT avec A ∈ Rn×n.
Avec la décomposition supplémentaire W = VVT et en rappelant que m = 2q, on a

A = (I − ∆)−q(V−1)T. (5.18)

Dans la suite, on désigne A comme l’opérateur racine carrée de la diffusion. L’accès à
cet opérateur A peut également servir, après normalisation, à générer des champs
gaussiens de variance unitaire et de corrélation C. En effet, en partant de l’équa-
tion (5.1) on a

C = ΓLΓ = ΓAATΓ = (ΓA)(ΓA)T, (5.19)

et donc, en prenant ε ∼ N (0n, In),

Y := ΓAε ∼ N (0n, C). (5.20)

En partant plutôt de l’équation (5.3), on peut générer des champs gaussiens de
covariance B où les variances peuvent être fixées librement avec la matrice diagonale
Σ.
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5.1.3 Estimation des coefficients de normalisation par randomisation

On revient maintenant sur l’estimation des coefficients de normalisation de l’opé-
rateur de diffusion L de l’équation (5.10). Plus spécifiquement, on veut estimer le
vecteur v des variances de L, définit dans (5.4), qui servira par la suite à obtenir les co-
efficients de normalisation γi = v−1/2

i . Soit ε ∼ N (0n, In) un vecteur aléatoire de taille
n suivant une distribution normale multivariée de moyenne nulle E[ε] = 0n ∈ Rn et
de matrice de covariance identité E[εεT] = In ∈ Rn×n. On a alors les relations

L = AAT = AInAT = AE[εεT]AT = E[(Aε)(Aε)T] = C[Aε], (5.21)

et, par conséquent,

v = diag(L) = V[Aε] = E[(Aε)⊙ (Aε)], (5.22)

où E et V s’appliquent élément par élément et ⊙ désigne le produit de Schur (élément
par élément). Soit {ε(i)}M

i=1 un M-échantillon de ε, on définit alors l’estimateur MC v̂
de v par

v̂ =
1
M

M

∑
i=1

(Aε(i))⊙ (Aε(i)). (5.23)

Finalement, on a
Γ̂ := diag(v̂−1/2

1 , . . . , v̂−1/2
n ). (5.24)

Cet estimateur permet d’obtenir une approximation des coefficients de normalisation
avec seulement M applications de l’opérateur racine carrée de la diffusion, A. De
plus, un tel estimateur garantit que les variances obtenues sont positives. Cependant,
la racine de l’erreur quadratique moyenne de l’estimateur MC est proportionnelle
à M−1/2. Une estimation précise requiert un grand nombre M d’applications et
donc un coût de calcul important. Les estimateurs MLMC et F-MLMC présentés
dans ce manuscrit sont appliqués à ce problème d’estimation des coefficients de
normalisation d’un opérateur de covariance basé sur la diffusion et sont notamment
comparés à la méthode d’estimation de ces coefficients par randomisation MC basée
sur l’équation (5.23).

5.2 Normalisation 1D

On commence par considérer le problème d’estimation du vecteur v de l’équa-
tion (5.4) dans un contexte 1D. On reprend un contexte similaire aux illustrations 1D
utilisées dans les sections 3.4 et 4.3. Le domaine D = [0, 1] est considéré périodique
et est discrétisé par L + 1 grilles régulières et centrées sur les cellules. Chaque grille
est composée de nℓ cellules avec la relation imposée nℓ = 2ℓ−LnL pour ℓ = 0, . . . , L
et pour un nL fixé. Les matrices de Gram associées aux différentes grilles sont donc
Wℓ = n−1

ℓ Inℓ
.

On détaille ici la construction de la matrice ∆ ∈ RnL×nL qui correspond à la
discrétisation de l’opérateur différentiel ∇ · κ∇ de l’équation (5.8) sur la grille de
taille nL à l’aide des différences finies. On note, pour i = 0, . . . , nL − 1, xi les points
de l’espace qui correspondent aux centres des cellules de la grille et xi− 1

2
les points

de l’espace qui correspondent aux nœuds de la grille. Par périodicité du domaine,
on a xnL− 1

2
= x− 1

2
. On considère le vecteur u = {u(xi)}nL−1

i=0 qui représente un
champ discrétisé au centre des cellules de cette grille. Le tenseur de diffusivité κ (cf.
équation (5.9)) qui, à chaque point x de l’espace, associe une diffusivité K11(x), est
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discrétisé aux interfaces entre les cellules de la grille, c’est-à-dire sur les nœuds de
la grille. Pour i = 0, . . . , nL − 1, on note Ki− 1

2
= K11(xi− 1

2
). Soit z(x) := ∇ · κ∇u(x)

et z = {z(xi)}nL−1
i=0 le champ discrétisé correspondant. On cherche à obtenir une

approximation ẑ du vecteur z. On utilise un schéma de différences finies centrées
d’ordre 2 pour discrétiser ∇ · κ∇, ce qui donne, pour i = 0, . . . , nL − 1

ẑi = (∆x)−2
(

Ki+ 1
2
[ui+1 − ui]− Ki− 1

2
[ui − ui−1]

)
(5.25)

= n2
L

(
ui−1Ki− 1

2
− ui[Ki− 1

2
+ Ki+ 1

2
] + ui+1Ki+ 1

2

)
, (5.26)

avec ∆x = n−1
L le pas de discrétisation en espace. On définit alors la matrice

∆ = n2
L


−[K− 1

2
+ K 1

2
] K 1

2
K− 1

2

K 1
2

−[K 1
2
+ K 3

2
] K 3

2
. . . . . . . . .

K− 1
2

KnL− 3
2

−[KnL− 3
2
+ K− 1

2
]

 (5.27)

qui est telle que ẑ = ∆u. Dans cette illustration 1D on choisit de prendre un champ
tensoriel de diffusion κ (5.9) homogène en espace, c’est-à-dire que l’on a D11(x) =
D ∈ R, et donc K11(x) = K ∈ R pour tout x ∈ D. La matrice ∆ devient alors

∆ = n2
LK


−2 1 1
1 −2 1

. . .
1 1 −2

 . (5.28)

On considère différentes hiérarchies correspondant à L ∈ {0, . . . , 5} avec la taille
de la grille la plus fine fixée à nL = 512 quel que soit le choix de L. Les opérateurs
de prolongation et de restriction Pℓ

ℓ−1 et Rℓ−1
ℓ utilisés par le MLMC sont ceux définis

dans les équations (3.19) et (3.20) et les opérateurs de filtrage Sℓ utilisés par le F-
MLMC sont les filtres de Shapiro d’ordre 2 définis dans l’équation (4.5). Comme pour
les expériences numériques effectuées précédemment, on étudie deux longueurs de
corrélation différentes. En fixant m = 10 (et donc q = 5), on peut définir les matrices
A006

L et A001
L de taille 512 × 512 à partir de l’équation (5.18), correspondant à une

longueur de corrélation de D = 0.06 ≈ 30n−1
L et D = 0.01 ≈ 5n−1

L , respectivement.
On s’intéresse aux problèmes d’estimation de v006 := E[(A006

L XL) ⊙ (A006
L XL)] et

v001 := E[(A001
L XL)⊙ (A001

L XL)] pour XL ∼ N (0nL , InL). Le tenseur de diffusion étant
homogène, v006 et v001 sont des vecteurs constants. On peut donc obtenir ces vecteur
en calculant seulement une de leurs entrées en appliquant l’opérateur L à un vecteur
de la base canonique (cf. équation (5.4)). On trouve v006

i ≈ 6.37 et v001
i ≈ 38.2 pour

tout i = 0, . . . , nL − 1. Dans un tel contexte, utiliser un estimateur MC pour estimer les
coefficients de normalisation n’a que peu d’intérêt en pratique, ici cela nous permet
de tester le MC (et le MLMC ensuite) sur un cas relativement simple. L’estimateur
MC de ces quantités est défini par l’équation (5.23).

Pour l’estimateur MLMC il faut définir les modèles utilisés sur les différents
niveaux. Le modèle du niveau L peut être représenté à l’aide d’une fonction fL définie
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comme

fL : RnL → RnL

x 7→ (ALx)⊙ (ALx).
(5.29)

Les modèles de plus basse fidélité ne sont pas définis avec l’opérateur de Galerkin
comme c’était le cas dans les illustrations des sections 3.4 et 4.3. En effet, les opérateurs
de Galerkin doivent être stockés explicitement et sont donc très peu utilisés en pra-
tique. Pour cette application on construit les opérateurs sur les grilles plus grossières
par rediscrétisation de l’équation (5.10), basée sur la matrice ∆ de l’équation (5.28), ce
qui permet de stocker ces opérateurs sous forme d’une application à des vecteurs. On
note Aℓ l’opérateur rediscrétisé sur la grille de taille nℓ et on définit les modèles

fℓ : Rnℓ → Rnℓ

x 7→ (Aℓx)⊙ (Aℓx)
(5.30)

sur les différents niveaux de fidélité pour ℓ = 0, . . . , L − 1. La principale différence
entre cette expérience numérique et les illustrations des sections 3.4 et 4.3 est que les
modèles de la suite ( fℓ)L

ℓ=0 utilisée ne sont pas linéaires. On définit également la suite
des modèles ( f̃ℓ)L

ℓ=0, utilisée par l’estimateur MLMC v̂MLMC
L de v, comme

f̃ℓ : RnL → RnL

x 7→ PL
ℓ fℓ(Rℓ

Lx),
(5.31)

avec PL
L = RL

L = InL . L’estimateur F-MLMC utilise la suite de modèles ( f̄ℓ)L
ℓ=0 où

f̄ℓ : RnL → RnL

x 7→ P̄L
ℓ fℓ(R̄ℓ

Lx),
(5.32)

avec P̄L
ℓ et R̄ℓ

L les opérateurs de transfert des équations (4.1) et (4.2) incluant les étapes
de filtrage Sℓ, et P̄L

L = R̄L
L = InL . Le coût de calcul moyen nécessaire à une évaluation

de f̃ℓ et f̄ℓ en XL est considéré identique et est noté Cℓ. On suppose ce coût linéaire
avec la taille de la grille et on a donc Cℓ = O(nℓ) pour ℓ = 0, . . . , L. Le budget total
imposé est η = 100CL et l’allocation optimale (Mℓ)

L
ℓ=0 des estimateurs MLMC et

F-MLMC est donnée par l’équation (3.108), où les quantités Vℓ sont estimées à partir
d’un échantillon pilote de taille 1000.

Les définitions des modèles f̃ℓ et f̄ℓ des équations (5.31) et (5.32) ne sont pas les
seules manières de définir des modèles de différentes fidélités dont les entrées et
sorties sont des vecteurs de RnL . On peut, par exemple, définir la suite de modèles
(g̃ℓ)L

ℓ=0 où

g̃ℓ : RnL → RnL

x 7→ (PL
ℓ AℓRℓ

Lx)⊙ (PL
ℓ AℓRℓ

Lx),
(5.33)

et on pourrait, de la même manière, définir la suite (ḡℓ)L
ℓ=0 utilisant les opérateurs

filtrés P̄L
ℓ et R̄ℓ

L. Ces modèles ont été testés sur le problème de normalisation mais ne
sont pas présentés ici car les résultats obtenus sont extrêmement similaires à ceux
obtenus avec les modèles f̃ℓ et f̄ℓ. De plus, les modèles g̃ℓ ont un coût moyen d’ap-
plication à x légèrement supérieur à celui des modèles f̃ℓ à cause d’une application
supplémentaire de PL

ℓ et du produit de Schur sur des vecteurs de plus grande taille.
Il est important de noter que, contrairement à l’estimateur MC (5.23), l’estimateur
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MLMC (3.7) ne permet pas de garantir la positivité des entrées des réalisations
du vecteur v̂MLMC

L , alors que v est un vecteur de variances dont les entrées sont
positives ou nulles. L’estimation MC sur le niveau grossier aboutit à un vecteur
dont toutes les entrées sont positives ou nulles, mais l’ajout de termes de correction
pouvant être négatifs produit un estimateur dont certaines réalisations peuvent avoir
des entrées négatives. Ne pas pouvoir garantir la positivité de l’estimation est un
problème connu de l’estimateur MLMC [48, 49] qui peut, selon l’application, être
dommageable. Pour le problème de normalisation, cela veut dire que la matrice de
corrélation C de l’équation (5.1) reconstruite à partir d’une estimation MLMC de v
n’est pas forcément semi-définie positive. Cependant, aucune estimation négative n’a
été obtenue sur toutes les expériences présentées ci-dessous. Pouvoir quantifier la
probabilité d’obtenir une estimation négative pourrait permettre de mieux juger de
l’intérêt du MLMC pour un tel problème.

5.2.1 Résultats du F-MLMC

On commence par présenter, sur la figure 5.1, les vecteurs v006 et v001 ainsi que
des exemples d’estimation par les différents estimateurs utilisés.
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(A) Estimation de v006.
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(B) Estimation de v001.

FIGURE 5.1 – Estimation de v006 et v001 par un MC, un MLMC et un
F-MLMC à 6 niveaux (L = 5) avec le budget total η = 100CL et les

allocations optimales présentées dans les figures 5.3a et 5.6a.

Malgré l’utilisation de modèles non linéaires, on observe, de manière similaire à
la figure 4.3 de l’illustration 1D linéaire, symétrique et circulante, que l’estimation
MLMC contient des composantes fines échelles (ou hautes fréquences) qui dispa-
raissent dans l’estimation F-MLMC. Cette observation est particulièrement visible
dans le cas de l’estimation de v006. Pour l’estimation de v001, le modèle fin fL, utilisé
notamment par l’estimateur MC, introduit déjà des composantes fines échelles qui
peuvent se confondre avec celles que l’opérateur de prolongation introduit. En effet,
la valeur de D = 0.01 correspond, environ, à une corrélation sur 5 cellules, contraire-
ment à la corrélation sur 30 cellules de D = 0.06. La figure 5.2 présente les valeurs
absolues des espérances et variances des termes de correction, Eℓ et Vℓ, définis dans
l’équation (3.109), du MLMC et du F-MLMC ainsi que l’estimation des quantités α et
β du théorème 1, et cela pour le problème de l’estimation de v006.

Les résultats sont, encore une fois, très similaires à ceux présentés dans la figure 4.4
pour l’illustration 1D. Les relations supposées par le théorème 1, à savoir Eℓ ≲ n−α

ℓ et
Vℓ ≲ n−β

ℓ , semblent vérifiées pour ℓ = 0, . . . , L. Les quantités α et β sont plus élevées
pour l’estimateur F-MLMC, ce qui indique que les espérances et variances des termes
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(D) Regression sur les Vℓ pour estimer β.

FIGURE 5.2 – Estimation des quantités Eℓ et Vℓ pour ℓ = 0, . . . , L
(haut) et regression sur ces quantités afin d’estimer α et β (bas) pour
le problème d’estimation de v006. Les estimations sont faites à partir

d’un échantillon de taille 1000.

de correction décroissent plus vite à travers les différents niveaux. En plus d’une
décroissance plus rapide, on a des valeurs de Eℓ et Vℓ plus faibles pour le F-MLMC
que pour le MLMC, et ce, pour tout ℓ = 0, . . . , L. On s’attend donc à ce que les
estimateurs F-MLMC puissent atteindre une variance plus faible que les estimateurs
MLMC pour le même budget total η. C’est effectivement ce que l’on observe avec la
figure 5.3 qui montre l’allocation optimale pour le MLMC et le F-MLMC à 6 niveaux,
ainsi que les variances totales de ces estimateurs pour L ∈ {0, . . . , 5}.

Les estimateurs F-MLMC atteignent bien une variance inférieure aux estimateurs
MLMC pour tout L ∈ {1, . . . , 5}, et ces estimateurs ont bien tous une variance plus
faible que celle de l’estimateur MC. On observe cependant que pour le MLMC, la
variance minimale est atteinte pour L = 3. L’ajout des niveaux les plus grossiers
associés aux grilles de taille 32 et 16 détériorent l’estimateur MLMC, tandis que ces
mêmes niveaux permettent au F-MLMC d’atteindre des variances encore plus faibles.
Il est possible de mieux comprendre ces résultats en étudiant la décomposition de
la variance de ces estimateurs dans un espace spectral. On réutilise ici la matrice de
Hartley réordonnée H∗

L de l’équation (3.23). Les variances spectrales et cumulées des
estimateurs MLMC et F-MLMC sont affichées sur la figure 5.4.

Les différents résultats obtenus en conclusion de l’analyse spectrale théorique
du MLMC et du F-MLMC pour des opérateurs linéaires, symétriques et circulants,
se retrouvent, expérimentalement, malgré l’utilisation de modèles non-linéaires. En
effet, on observe des profils de variance spectrale très similaires à ceux de la figure 4.6
de la section 4.3. La variance du MC provient surtout de l’estimation des grandes
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FIGURE 5.3 – Allocation optimale des échantillons pour les estimateurs
MLMC et F-MLMC à 6 niveaux, et la variance totale résultante de
l’estimateur MC (L = 0) et de différents estimateurs MLMC et F-
MLMC pour l’estimation de v006. Le niveau le plus fin L correspond
toujours à une résolution avec nL = 512 et le budget total est fixé à

η = 100CL. La variance est estimée à partir de 1000 estimateurs.
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(A) Variance spectrale ν et variance cumulée νcml des estimateurs MLMC.
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FIGURE 5.4 – Variance spectrale et cumulée de l’estimateur MC (L = 0)
et de différents estimateurs MLMC (haut) et F-MLMC (bas), avec
L ∈ {1, 3, 5}, pour le problème d’estimation de v006. Le niveau le plus
fin L correspond toujours à une résolution avec nL = 512 et le budget
total est fixé à η = 100CL. La variance est estimée à partir de 1000

estimateurs.

échelles, le reste étant négligeable. Pour le MLMC, cependant, on observe les effets
négatifs des fines échelles parasites introduites par les opérateurs de prolongation
avec une variance importante sur ces échelles. Ces contributions sont assez faibles
pour L = 1 et sont cantonnées aux échelles les plus fines. Pour L = 3 et L = 5, on
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observe une détérioration de la variance qui s’étend à toutes les échelles et qui devient
une partie non-négligeable de la variance totale. Les effets négatifs de la restriction se
retrouvent dans l’estimation moins bonne des plus grandes échelles pour le MLMC à
6 niveaux que pour celui à 3 niveaux. L’ajout des filtres réduit fortement ces différents
effets pour le F-MLMC, ce qui conduit à une variance plus faible pour l’ensemble des
composantes, et donc une variance totale plus faible.

Les figures suivantes concernent le problème de l’estimation de v001. Pour ce
problème, la matrice A001

L apparaissant dans le modèle fin fL a un spectre plus
étalé quand diagonalisée avec la matrice HL (cf. figure 3.9). Cela conduit à des
champs discrétisés contenant plus de fines échelles, comme montré dans les exemples
d’estimation de la figure 5.1. Ces fines échelles sont difficiles à estimer à l’aide des
modèles plus grossiers et seront donc difficiles à estimer pour le MLMC. C’est ce qui
est constaté sur l’histogramme des quantités Eℓ et Vℓ de la figure 5.5.
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(A) Espérance des termes de correction.
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FIGURE 5.5 – Estimation des quantités Eℓ et Vℓ pour ℓ = 0, . . . , L
(haut) et regression sur ces quantités afin d’estimer α et β (bas) pour
le problème d’estimation de v001. Les estimations sont faites à partir

d’un échantillon de taille 1000.

L’hypothèse de décroissance des espérances et variances des termes de correction
à travers les 6 niveaux considérés n’est pas vérifiée ici, que ce soit pour le MLMC ou
le F-MLMC. Cette décroissance n’est vérifiée que si l’on considère seulement les 2 ou
3 niveaux les plus fins. On observe, cependant, que le F-MLMC obtient constamment
des valeurs plus faibles pour les Eℓ et Vℓ que le MLMC, indiquant qu’il est possible
d’obtenir une variance plus faible pour cet estimateur. Les variances totales des
estimateurs ainsi que l’allocation optimale pour les estimateurs à 6 niveaux sont
présentés dans la figure 5.6.
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FIGURE 5.6 – Allocation optimale des échantillons pour les estimateurs
MLMC et F-MLMC à 6 niveaux, et la variance totale résultante des
estimateurs MC (L = 0) et de différents estimateurs MLMC et F-
MLMC pour le problème d’estimation de v001. Le niveau le plus fin
L correspond toujours à une résolution avec nL = 512 et le budget
total est fixé à η = 100CL. La variance est estimée à partir de 1000

estimateurs.

Il est clair, en regardant l’allocation optimale pour le MLMC à 6 niveaux, qu’une
partie bien plus importante du budget est consacrée aux ensembles des niveaux plus
fins que pour l’estimation de v006 de la figure 5.3, ce qui est beaucoup moins le cas
pour le F-MLMC. Excepté le MLMC à 2 niveaux, tous les autres ont une variance
totale bien plus élevée que celle du simple MC, l’utilisation de grilles plus grossières
et les effets négatifs des opérateurs de transfert correspondants empirent l’estimateur.
Ces phénomènes sont, encore une fois, fortement réduits par l’utilisation de filtres.
L’ajout des niveaux les plus grossiers détériore également la variance totale du F-
MLMC mais dans des proportions bien plus réduites, tous les estimateurs F-MLMC
restant meilleurs que le MC. Les filtres semblent empêcher l’explosion de la variance
lors de l’utilisation de niveaux non adaptés au problème considéré. Les variances
spectrales et cumulées de la figure 5.7 confirment ces résultats.

Pour le MLMC, l’utilisation des niveaux les plus grossiers apporte des erreurs
importantes sur l’entièreté du spectre. Le MLMC à 6 niveaux, par exemple, atteint
une variance plus élevée que celle du MC pour toutes les composantes. Seul le MLMC
à 2 niveaux parvient à une variance plus faible que celle du MC grâce à une meilleure
estimation des grandes échelles. Le F-MLMC réduit fortement les contributions des
moyennes et fines échelles à la variance totale, les rendant négligeables. L’estimation
des grandes échelles est constamment meilleure que celle du MC, conduisant bien aux
variances totales observées précédemment. Il faut noter, cependant, que les variances
des grandes échelles se détériorent légèrement avec l’ajout des derniers niveaux.
Les filtres de Shapiro d’ordre 2 semblent ne pas suffire pour ce cas. On peut alors
tester d’autres opérateurs de filtrage afin de voir s’ils peuvent réduire encore plus
la variance du F-MLMC. La figure 5.8 présente les variances totales d’estimateurs
F-MLMC avec les filtres de Shapiro d’ordre 2, S(2)

ℓ , et d’ordre 4, S(4)
ℓ , ainsi que la

double application de ces mêmes filtres, (S(2)
ℓ )2 et (S(4)

ℓ )2, et ce, pour l’estimation
de v006 et v001. On rappelle que les spectres de ces filtres ont été présentés dans la
figure 4.11.

Les variances totales obtenues avec les différents opérateurs sont relativement
similaires. Pour l’estimation de v006, il est difficile de trouver un opérateur qui réduit
la variance pour tout L, mais les filtres S(4) et (S(4))2 semblent légèrement meilleurs
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FIGURE 5.7 – Variance spectrale et cumulée de l’estimateur MC (L = 0)
et de différents estimateurs MLMC (haut) et F-MLMC (bas), avec
L ∈ {1, 3, 5}, pour le problème d’estimation de v001. Le niveau le plus
fin L correspond toujours à une résolution avec nL = 512 et le budget
total est fixé à η = 100CL. La variance est estimée à partir de 1000

estimateurs.
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FIGURE 5.8 – Variance totale des estimateurs F-MLMC utilisant les
filtres S(2)

ℓ (bleu), S(4)
ℓ (orange), (S(2)

ℓ )2 (vert) et (S(4)
ℓ )2 (jaune) pour

l’estimation de v006 (gauche) et de v001 (droite). Les variances des
estimateurs F-MLMC basés sur le filtre S2

ℓ sont exactement les mêmes
que précédemment et sont ici affichées pour faciliter la comparaison.
Le niveau le plus fin L correspond toujours à une résolution avec
nL = 512 et le budget total est fixé à η = 100CL. La variance est

estimée à partir de 1000 estimateurs.

que les autres. Les différences sont plus visibles pour l’estimation de v001. Le filtre
(S(4))2 permet d’atteindre des variances plus faibles que le filtre S(2) pour un nombre



Chapitre 5. Expériences numériques 80

modéré de niveaux (L < 4). Pour L ⩾ 4, c’est S(2) qui atteint les valeurs de variance
les plus faibles. Il reste important de constater que, par rapport aux variances totales
des estimateurs MLMC des figures 5.3 et 5.6, l’ajout d’un filtre, quel qu’il soit parmi
les quatre filtres testés ici, réduit la variance de manière considérable. Cependant, les
gains apportés par le choix du filtre sont ici assez mineurs. Ces résultats, relativement
similaires à ceux de la section 4.4.2 poussent, encore une fois, à effectuer une étude
plus poussée sur l’ordre des opérateurs de transfert nécessaire pour minimiser la
variance de l’estimateur. Il est possible qu’ici, la montée en ordre des opérateurs de
transfert ne suffise pas à abaisser plus la variance de l’estimateur, ou, qu’au contraire,
le filtre de Shapiro d’ordre 2 permette déjà d’atteindre une variance presque minimale.

5.2.2 Résultats du WMLMC

Sans forcément parler du choix des filtres, on aimerait vérifier que les opérateurs
de transfert utilisés sont bien définis. Spécifiquement, et de la même manière que
ce qui a été fait dans la section 4.4.3, on aimerait vérifier que, dans la relation Rℓ

ℓ′ =

αℓ′−ℓ(Pℓ′
ℓ )

T que l’on a imposé, le choix de α = 2−1/2 provenant de la propriété (4.46),
est proche de celui qui minimise la variance totale de l’estimateur. Cette vérification
était possible pour l’illustration 1D des sections précédentes car les modèles utilisés
étaient linéaires. L’utilisation d’un estimateur WMLMC (4.51) permettait alors de
trouver les poids {βℓ}L−1

ℓ=0 optimaux pour minimiser la variance, et ces poids pouvait
être reliés à ceux du F-MLMC (4.50) pour retrouver la valeur optimale de α. Ici, bien
que les modèles f̄ℓ définis par les équations (5.30) et (5.32) ne soient pas linéaires, on
a les relations

f̄ℓ(x) = P̄L
ℓ fℓ(R̄ℓ

Lx) (5.34)

= P̄L
ℓ [(AℓR̄ℓ

Lx)⊙ (AℓR̄ℓ
Lx)] (5.35)

= P̄L
ℓ [(α

L−ℓAℓ(P̄L
ℓ )

Tx)⊙ (αL−ℓAℓ(P̄L
ℓ )

Tx)] (5.36)

= α2(L−ℓ)P̄L
ℓ fℓ((P̄L

ℓ )
Tx). (5.37)

L’estimateur F-MLMC peut donc s’écrire, en notant f̂ℓ : x 7→ P̄L
ℓ fℓ((P̄L

ℓ )
Tx),

v̂F-MLMC
L =

1
M0

M0

∑
i=1

α2L f̂0(X
(0,i)
L ) +

L

∑
ℓ=1

1
Mℓ

Mℓ

∑
i=1

α2(L−ℓ) f̂ℓ(X
(ℓ,i)
L )− α2(L−ℓ+1) f̂ℓ−1(X

(ℓ,i)
L ).

(5.38)
On utilise alors l’estimateur WMLMC définit dans l’équation (4.51) et la formule des
poids {βℓ}L−1

ℓ=0 optimaux de l’équation (4.53) afin de vérifier que le coefficient α =

2−1/2, utilisé jusqu’à maintenant, est bien proche de la valeur optimale. Le tableau 5.1
présente les poids {βℓ}L−1

ℓ=0 obtenus pour le WMLMC basé sur les opérateurs de
transfert sans filtres, Pℓ′

ℓ et (Pℓ′
ℓ )

T, et les poids du F-WMLMC basé sur les opérateurs
filtrés P̄ℓ′

ℓ et (P̄ℓ′
ℓ )

T, appliqués à l’estimation de v006. Ces poids sont comparés aux
poids {2ℓ−5}5

ℓ=0 utilisés par le F-MLMC de l’équation (5.38).
Les poids obtenus par le WMLMC et le F-WMLMC sont relativement proches des

poids utilisés par les estimateurs MLMC et F-MLMC. On observe une différence plus
importante pour les poids des deux derniers niveaux, ℓ = 0 et ℓ = 1, des estimateurs
WMLMC avec 5 et 6 niveaux. Sans les filtres, les estimations sur ces niveaux sont
fortement polluées par les composantes parasites introduites par les opérateurs de
transfert, ce qui peut expliquer les différences entre les poids obtenus utilisés. Cela
semble confirmé par les poids du F-WMLMC qui sont extrêmement semblables à
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Poids optimaux {βℓ}L
ℓ=0 de l’estimateur WMLMC

ℓ L = 1 L = 2 L = 3 L = 4 L = 5 2ℓ−5

0 0.4890 0.2342 0.1066 0.0399 0.0089 0.03125
1 1 0.4917 0.2378 0.1070 0.0373 0.0625
2 1 0.4938 0.2379 0.1059 0.125
3 1 0.4941 0.2374 0.25
4 1 0.4935 0.5
5 1 1

(A) Table des {βℓ}L
ℓ=0 pour les WMLMC.

Poids optimaux {βℓ}L
ℓ=0 de l’estimateur F-WMLMC

ℓ L = 1 L = 2 L = 3 L = 4 L = 5 2ℓ−5

0 0.4981 0.2502 0.1261 0.0640 0.0318 0.03125
1 1 0.4993 0.2508 0.1265 0.0644 0.0625
2 1 0.4999 0.2508 0.1267 0.125
3 1 0.5002 0.2509 0.25
4 1 0.5002 0.5
5 1 1

(B) Table des {βℓ}L
ℓ=0 pour les F-WMLMC.

TABLE 5.1 – Tables des poids optimaux {βℓ}L
ℓ=0 des estimateurs

WMLMC et F-WMLMC pour le problème d’estimation de v006 et pour
différentes valeurs de L. Les poids sont obtenus à partir de l’équa-
tion (4.53) après résolution du problème (4.55) et avec estimation des

covariances à partir d’un échantillon pilote de taille 10 000.

ceux utilisés par le F-MLMC, même sur les niveaux les plus grossiers. La figure 5.9
présente les variances totales de ces estimateurs.

L=0 (MC) L=1 L=2 L=3 L=4 L=5
0.0
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FIGURE 5.9 – Variance totale des estimateurs MLMC, WMLMC, F-
MLMC et F-WMLMC pour L ∈ {1, . . . , 5} ainsi que l’estimateur MC
(L = 0) pour l’estimation de v006. Le niveau le plus fin L correspond
toujours à une résolution avec nL = 512 et le budget total est fixé à

η = 100CL. La variance est estimée à partir de 1000 estimateurs.
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Sans surprise, l’obtention de poids similaires conduit à des variances totales
quasiment identiques. C’est notamment le cas quand on compare le F-MLMC avec le
F-MWLMC, ce qui confirme que le choix de α = 2−1/2 est bien correct pour minimiser
la variance des estimateurs. Pour le WMLMC, on observe que les différences entre
les poids des niveaux les plus grossiers permet de fortement réduire la variance pour
L = 4 et L = 5. Les poids optimaux du WMLMC, qui sont plus faibles que ceux du
MLMC, permettent d’utiliser les niveaux les plus grossiers sans trop détériorer la
variance totale.

On reproduit maintenant les mêmes expériences pour le problème de l’estimation
de v001. Les poids optimaux obtenus par les estimateurs WMLMC et F-WMLMC sont
consignés dans le tableau 5.2.

Poids optimaux {βℓ}L
ℓ=0 de l’estimateur WMLMC

ℓ L = 1 L = 2 L = 3 L = 4 L = 5 2ℓ−5

0 0.4136 0.1137 0.0182 0.0024 0.0001 0.03125
1 1 0.4058 0.0950 0.0081 0.0003 0.0625
2 1 0.3971 0.0883 0.0070 0.125
3 1 0.3948 0.0876 0.25
4 1 0.3943 0.5
5 1 1

(A) Table des {βℓ}L
ℓ=0 pour les WMLMC.

Poids optimaux {βℓ}L
ℓ=0 de l’estimateur F-WMLMC

ℓ L = 1 L = 2 L = 3 L = 4 L = 5 2ℓ−5

0 0.5043 0.2554 0.1167 0.0400 0.0115 0.03125
1 1 0.5084 0.2527 0.1023 0.0268 0.0625
2 1 0.5077 0.2482 0.0966 0.125
3 1 0.5066 0.2468 0.25
4 1 0.5062 0.5
5 1 1

(B) Table des {βℓ}L
ℓ=0 pour les F-WMLMC.

TABLE 5.2 – Tables des poids optimaux {βℓ}L
ℓ=0 des estimateurs

WMLMC et F-WMLMC pour le problème d’estimation de v001 et pour
différentes valeurs de L. Les poids sont obtenus à partir de l’équa-
tion (4.53) après résolution du problème (4.55) et avec estimation des

covariances à partir d’un échantillon pilote de taille 10 000.

On observe, pour ce problème, une bien plus grande divergence entre les poids
optimaux obtenus et ceux utilisés par le MLMC et le F-WMLMC. Les poids du niveau
fin du WMLMC sont déjà plus faible que le facteur 0.5 utilisé par le MLMC, et les
poids des niveaux les plus grossiers sont extrêmement faibles, descendant jusqu’à
10−4 pour l’utilisation de la grille de taille 16 dans le MLMC à 6 niveaux. Les poids
du FMLMC et du F-WMLMC sont bien plus semblables même si l’on observe des
différences assez importantes sur les niveaux les plus grossiers. Malgré l’utilisation
d’opérateurs de filtrage, les niveaux les plus grossiers semblent contenir assez de
composantes parasites pour détériorer la variance totale. C’est ce que l’on peut
observer sur la figure 5.10 qui présente les variance totales des différents estimateurs.

Les estimateurs WMLMC et F-WMLMC parviennent effectivement à atteindre
des variances totales quasiment identiques ou plus faibles que celles des estimateurs
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FIGURE 5.10 – Variance totale des estimateurs MLMC, WMLMC, F-
MLMC et F-WMLMC pour L ∈ {1, . . . , 5} ainsi que l’estimateur MC
(L = 0) pour l’estimation de v001. Le niveau le plus fin L correspond
toujours à une résolution avec nL = 512 et le budget total est fixé à

η = 100CL. La variance est estimée à partir de 1000 estimateurs.

MLMC et F-MLMC. Pour le WMLMC, l’utilisation de poids bien plus faibles sur les
niveaux grossiers permet d’empêcher la variance d’exploser en limitant fortement la
contribution de ces niveaux. Les poids plus faibles pour les niveaux les plus grossiers
(ℓ = 0 ou ℓ = 1) du F-WMLMC à 5 et 6 niveaux permettent également un léger
gain de variance. L’estimateur à 3 niveaux reste, cependant, celui avec la plus faible
variance. L’obtention, par le WMLMC, de poids plus faibles que ceux utilisés par
le MLMC ou F-MLMC permet de réduire les effets négatifs dues à l’utilisation de
niveaux trop grossiers pour le problème considéré.

5.2.3 Conclusion

Le problème de la normalisation en 1D a pour différence, comparé à l’illustration
1D utilisée dans les chapitres précédents, de se baser sur modèles non-linéaires.
Cette non-linéarité des modèles ne permet donc pas d’appliquer la plupart des
conclusions et résultats de l’analyse spectrale théorique développée pour le cas
spécifique de modèles linéaires, symétriques et circulants. Cependant, les résultats
des expériences numériques de cette section indiquent un comportement très similaire
des estimateurs MLMC, F-MLMC et WMLMC pour l’estimation des coefficients de
normalisation et pour l’illustration 1D des sections 3.4 et 4.3. Les opérateurs de
transfert perturbent l’estimation de toutes les composantes dans des proportions qui
peuvent être significatives pour la variance totale des estimateurs (cf. figure 5.4 par
exemple). L’ajout des opérateurs de filtrage permet de réduire, en grande partie, ces
effets négatifs, ce qui réduit la variance de toutes les composantes et donc la variance
totale (cf. figures 5.3 et 5.6). Les tests des différents filtres permettent surtout de
constater que l’ajout d’un filtre, quel qu’il soit, permet une réduction significative de
la variance du MLMC. Le choix d’un filtre plutôt qu’un autre peut apporter quelques
gains mineurs supplémentaires. L’estimateur WMLMC confirme que le coefficient
α = 2−1/2 utilisé dans la relation des opérateurs de restriction et de prolongation est
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proche du coefficient optimal. Cet estimateur peut permettre, de plus, de réduire les
effets négatifs d’une mauvaise utilisation des niveaux.

5.3 Normalisation 2D

Cette section traite du problème d’estimation des coefficients de normalisation
dans un contexte 2D en considérant des champs tensoriels de diffusion κ hétérogènes.
La principale différence lorsque le tenseur de diffusion κ est hétérogène en espace
est que les champs de variance v ne sont plus constants. Dans ce cas, il devient
extrêmement coûteux de calculer les coefficients de normalisation exacts avec l’équa-
tion (5.4) car l’opérateur de diffusion L doit être appliqué sur tous les vecteurs de
la base canonique de Rn avec n la taille de la grille considérée. C’est donc dans un
tel contexte qu’il est souvent plus rentable, en terme de coût de calcul, d’estimer les
coefficients de normalisation à l’aide d’un estimateur MC.

Le domaine considéré est D = (0, 2) × (0, 1) ⊂ R2 avec des conditions aux
bords périodiques dans les deux directions. Ce domaine est discrétisé à l’aide de
L + 1 grilles cartésiennes, centrées sur les cellules, de tailles nℓ = nx

ℓ × ny
ℓ pour

ℓ = 0, . . . , L. La grille la plus fine est de taille fixée nL = 256 × 128, et les tailles
des autres grilles sont fixées par la relation nx

ℓ = 2ℓ−Lnx
L et ny

ℓ = 2ℓ−Lny
L, ce qui

donne donc nℓ = 4ℓ−LnL ainsi que nx
L = 2ny

L. Les matrices de Gram associées aux
différentes grilles sont Wℓ = 2n−1

ℓ Inℓ
. La figure 5.11 présente un exemple de ces

grilles 2D centrées sur les cellules. On peut définir un opérateur AL ∈ RnL×nL à
partir de l’équation (5.18). Un tel opérateur est construit pour être appliqué à et
pour retourner des vecteurs de taille nL, dont les entrées sont associées aux centres
des cellules de la grille, triées, premièrement par coordonnées croissantes dans la
direction x, puis par coordonnées croissantes dans la direction y. Autrement dit,
l’entrée d’un tel vecteur associée au centre d’une cellule sitée au point (xi, yj) ∈ R2,
où xi := 2(i + 1/2)/nx

ℓ et yj := (j + 1/2)/ny
ℓ , est indexée par k = j nx

ℓ + i, pour
i = 0, . . . , nx

ℓ − 1 et j = 0, . . . , ny
ℓ − 1.

On commence par détailler la construction de la matrice ∆ ∈ RnL×nL qui corres-
pond à la discrétisation de l’opérateur différentiel ∇ · κ∇ de l’équation (5.8) sur la
grille de taille nL à l’aide des différences finies. On note, pour i = 0, . . . , nx

L − 1 et
j = 0, . . . , ny

L − 1, xi,j les points de l’espace qui correspondent au centre des cellules de
la grille, c’est-à-dire les points représentés par des sur la figure 5.11. On note xi− 1

2 ,j
les points situés au centre des arêtes dans la direction i, ces points sont représentés par
des , et xi,j− 1

2
les points situés au centre des arêtes dans la direction j, représentés par

des . Par périodicité du domaine D, on a xnx
L−

1
2 ,j = x− 1

2 ,j pour tout j = 0, . . . , ny
L − 1,

et xi,ny
L−

1
2
= xi,− 1

2
pour tout i = 0, . . . , nx

L − 1.

On considère le vecteur u = {uk}nL−1
k=0 qui représente un champ discrétisé au

centre des cellules de cette grille et qui, en considérant la correspondance k = j nx
L + i

entre la numérotation des composantes du vecteur et la numérotation des cellules,
est tel que uj nx

L+i = ui,j = u(xi,j). Le tenseur de diffusivité

κ =

[
K11 0
0 K22

]
, (5.39)

définit dans l’équation (5.9), est discrétisé aux centres des arêtes des cellules. Pour i =
0, . . . , nx

L − 1 et j = 0, . . . , ny
L − 1, on note K11

i− 1
2 ,j

= K11(xi− 1
2 ,j) et K22

i,j− 1
2
= K22(xi,j− 1

2
).
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Points K22 ou D22 fins

Points K11 ou D11 fins
Points de la solution fine

Points de la solution grossière
Points K11 ou D11 grossiers

Points K22 ou D22 grossiers

FIGURE 5.11 – Exemple d’une grille 2D centrée sur les cellules. Les
représentent le centre des 8 cellules de la grille fine et le centre des 2
cellules de la grille grossière. Les représentent le centre des arêtes
de la grille fine dans la direction i, les ceux de la grille grossière. Les

représentent le centre des arêtes de la grille fine dans la direction j,
les ceux de la grille grossière.

On pose, finalement, z(x) := ∇ · κ∇u(x), z = {zk}nL−1
k=0 le champ discrétisé correpon-

dant qui est tel que zj nx
L+i = zi,j = z(xi,j), et ẑ une approximation de z. On utilise un

schéma de différences finies centrées d’ordre 2 pour discrétiser ∇ · κ∇, ce qui donne,
pour i = 0, . . . , nx

L − 1 et j = 0, . . . , ny
L − 1

ẑi,j = (∆x)−2
(

K11
i+ 1

2 ,j[ui+1,j − ui,j]− K11
i− 1

2 ,j[ui,j − ui−1,j]
)

(5.40)

+ (∆y)−2
(

K22
i,j+ 1

2
[ui,j+1 − ui,j]− K22

i,j− 1
2
[ui,j − ui,j−1]

)
(5.41)

= ui,j(n
y
L)

2
(
−K11

i− 1
2 ,j − K11

i+ 1
2 ,j − K22

i,j− 1
2
− K22

i,j+ 1
2

)
(5.42)

+ ui−1,j(n
y
L)

2K11
i− 1

2 ,j + ui+1,j(n
y
L)

2K11
i+ 1

2 ,j (5.43)

+ ui,j−1(n
y
L)

2K22
i,j− 1

2
+ ui,j+1(n

y
L)

2K22
i,j+ 1

2
, (5.44)

avec ∆x = (nx
L/2)−1 = (ny

L)
−1 le pas de discrétisation en espace dans la direction

x et ∆y = (ny
L)

−1 le pas de discrétisation en espace dans la direction y. On note
γi,j := K11

i− 1
2 ,j

+ K11
i+ 1

2 ,j
+ K22

i,j− 1
2
+ K22

i,j+ 1
2

et on définit la matrice par blocs

∆ = (ny
L)

2



T0 K22
1 K22

0
K22

1 T1 K22
2

. . . . . . . . .
. . . . . . K22

ny
L−1

K22
0 K22

ny
L−1

Tny
L−1


∈ RnL×nL (5.45)
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où, pour j = 0, . . . , ny
L − 1, K22

j := Diag({K22
i,j− 1

2
}nx

L−1
i=0 ) ∈ Rnx

L×nx
L et

Tj :=



−γ0,j K11
1
2 ,j

K11
− 1

2 ,j

K11
1
2 ,j

−γ1,j K11
3
2 ,j

. . . . . . . . .
. . . . . . K11

nx
L−

3
2 ,j

K11
− 1

2 ,j
K11

nx
L−

3
2 ,j

−γnx
L−1,j


∈ Rnx

L×nx
L . (5.46)

La matrice ∆ est telle que ẑ = ∆u.
On décrit maintenant la méthode utilisée pour générer le tenseur de diffusivité

κ hétérogène définit dans l’équation (5.9) où m est fixé à 10 (q = 5). On ne modélise
pas directement les champs de diffusivité K11 et K22, mais plutôt les deux champs
D11 et D22 des longueurs de Daley. On modélise D11 = ζ(ω1) et D22 = ζ(ω2) comme
deux réalisations d’un champ 2D gaussien ζ, périodique sur le domaine D. Ce champ
aléatoire est de moyenne uniforme E[ζ(x)] = µζ , ∀x ∈ D, et a une structure de
covariance quasi-gaussienne avec une variance uniforme V[ζ(x)] = σ2

ζ = (µζ/5)2 =
0.04µζ , ∀x ∈ D, et une longueur de corrélation uniforme Dζ . Ces champs sont générés
sous forme discrétisée au centre des arêtes des cellules de la grille de taille nL = nx

L ×
ny

L, et sont notés d11, d22 ∈ RnL . On a donc, pour i = 0, . . . , nx
L − 1 et j = 0, . . . , ny

L − 1,
(d11)j nx

L+i = D11(xi− 1
2 ,j) et (d22)j nx

L+i = D22(xi,j− 1
2
). En reprenant la figure 5.11 en

exemple, le champ discrétisé d11 (resp. d22) correspond à la discrétisation de D11
(resp. D22) sur les points de l’espace représentés par les (resp. ). Pour générer ces
champs discrétisés d11 et d22 avec une structure de covariance quasi-gaussienne, on
se base sur l’opérateur de diffusion en suivant l’équation (5.20). On utilise donc une
matrice ADζ définie dans l’équation (5.18) basée sur un champ tensoriel de Daley
constant égal à Dζ . Par homogénéité du champ tensoriel de Daley, les coefficients
de normalisation de l’opérateur LDζ = ADζ (ADζ )T sont constants et égaux à γζ =

(LDζ e1)
−1/2
1 . Après normalisation, on peut donc construire l’opérateur de variance

uniforme σ2
ζ en multipliant simplement par σζ . Ainsi, en notant 1nL ∈ RnL le vecteur

constant égal à 1, on a, pour i = 1, 2 et X ∼ N (0nL , InL),

dii = µζ1nL + σζγζADζ X(ωi). (5.47)

Il existe une probabilité que les champs d11 et d22 contiennent des valeurs négatives,
ce qui poserait problème dans la définition du tenseur de diffusion κ et de la matrice
AL. Un tel cas ne s’est pas produit dans les expériences présentées ici. Une fois les
champs d11 et d22 générés, on obtient les tenseurs de diffusivité discrétisés avec la
relation (5.9). Les expériences numériques qui suivent se basent sur deux tenseurs de
diffusion, et donc deux couples (d11, d22). Le premier utilise les paramètres µζ = 0.12
et Dζ = 0.2, le second les paramètres µζ = 0.02 et Dζ = 0.04. Les réalisations de ces
champs, qui sont utilisées dans les différentes expériences, sont présentées dans la
figure 5.12.

À partir de ces champs on définit deux matrices A012
L et A002

L à partir de l’équa-
tion (5.18). Il est à noter que ces matrices ne sont pas circulantes dû à l’hétéro-
généité de κ. On s’intéresse à l’estimation de v012 := E[(A012

L XL) ⊙ (A012
L XL)] et

v002 := E[(A002
L XL)⊙ (A002

L XL)]. Il est possible de profiter de la taille réduite du pro-
blème pour les calculer exactement à l’aide de l’équation (5.4). Ces vecteurs peuvent
également être estimés avec l’estimateur MC de l’équation (5.23). Pour définir les
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(A) µζ = 0.12 et Dζ = 0.2. (B) µζ = 0.02 et Dζ = 0.04.

FIGURE 5.12 – Champs des longueurs de corrélation d11 (haut) et d22
(bas) utilisés pour définir le tenseur de diffusivité κ, avec µζ = 0.12 et

Dζ = 0.2 (gauche), et µζ = 0.02 et Dζ = 0.04 (droite).

estimateurs MLMC et F-MLMC il faut définir la hiérarchie de modèles utilisée. On
commence par définir les matrices A012

ℓ et A002
ℓ pour ℓ = 0, . . . , L − 1 à partir de

l’équation (5.18) sur la grille de taille nℓ. Le tenseur de diffusion κ utilisé se base sur
un tenseur de Daley construit à partir d’une rediscrétisation dℓ

11 et dℓ
22 des champs

d11 et d22 par sélection, c’est-à-dire que l’on définit, pour i = 1, 2, par récurrence,

dℓ−1
ii := (Rx

ℓ ⊗ Ry
ℓ)d

ℓ
ii ∈ Rnℓ−1 , (5.48)

où ⊗ représente le produit de Kronecker entre deux matrices et où

Rx
ℓ :=


1 0

1 0
. . .

1 0

 ∈ Rnx
ℓ−1×nx

ℓ , (5.49)

Ry
ℓ :=


1 0

1 0
. . .

1 0

 ∈ Rny
ℓ−1×ny

ℓ , (5.50)

pour ℓ = 1, . . . , L, sont des matrices de restriction 1D. Autrement dit, on construit
dL−1

11 et dL−1
22 en ne prenant qu’une entrée sur quatre des champs dL

11 = d11 et dL
22 =

d22. Par récurrence, on peut construire des champs dℓ
11 et dℓ

22 pour tous les niveaux
de fidélité plus grossiers ℓ = 0, . . . , L − 1. Ces restrictions des champs de longueur
de Daley permettent bien de définir les matrices Aℓ sur les différents niveaux de
fidélité avec l’équation (5.10). On peut alors considérer la suite de modèles ( fℓ)L

ℓ=0 de
différentes fidélités définis suivant l’équation (5.30). Les opérateurs de prolongation et
de restriction en 2D que l’on utilise pour le MLMC sont construits comme le produit
de Kronecker des opérateurs 1D des équations (3.19) et (3.20). C’est-à-dire que, si l’on
note (Px)ℓℓ−1 ∈ Rnx

ℓ×nx
ℓ−1 la prolongation 1D dans la direction x et (Py)ℓℓ−1 ∈ Rny

ℓ×ny
ℓ−1
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la prolongation 1D dans la direction y, on définit l’opérateur de prolongation 2D

Pℓ
ℓ−1 := (Px)ℓℓ−1 ⊗ (Py)ℓℓ−1 ∈ Rnℓ×nℓ−1 . (5.51)

On a, de la même manière,

Rℓ−1
ℓ := (Rx)ℓ−1

ℓ ⊗ (Ry)ℓ−1
ℓ ∈ Rnℓ−1×nℓ , (5.52)

avec (Rx)ℓ−1
ℓ la restriction 1D dans la direction x et (Ry)ℓ−1

ℓ la restriction 1D dans la
direction y, toutes deux définies à partir de l’équation (3.20). On retrouve bien, avec
ces opérateurs de transfert 2D, les propriétés (3.15) et (3.16) de la section 3.2.2, i.e.,

(Pℓ
ℓ−1)

TPℓ
ℓ−1 =

(
((Px)ℓℓ−1)

T ⊗ ((Py)ℓℓ−1)
T
) (

(Px)ℓℓ−1 ⊗ (Py)ℓℓ−1

)
(5.53)

=
(
((Px)ℓℓ−1)

T(Px)ℓℓ−1

)
⊗
(
((Py)ℓℓ−1)

T(Py)ℓℓ−1

)
(5.54)

= 2Inx
ℓ−1

⊗ 2Iny
ℓ−1

(5.55)

= 4Inℓ−1 , (5.56)

Rℓ−1
ℓ = (Rx)ℓ−1

ℓ ⊗ (Ry)ℓ−1
ℓ (5.57)

=
1√
2
((Px)ℓℓ−1)

T ⊗ 1√
2
((Py)ℓℓ−1)

T (5.58)

=
1
2
(Pℓ

ℓ−1)
T. (5.59)

Le coefficient α de l’équation (3.16) est donc égal à 1/2 en 2D. On en déduit que
Rℓ−1
ℓ (Rℓ−1

ℓ )T = Inℓ−1 et donc que

Rℓ−1
ℓ Xℓ ∼ N (0nℓ−1 , Inℓ−1), ∀Xℓ ∼ N (0nℓ

, Inℓ
), (5.60)

pour ℓ = 1, . . . , L. On retrouve bien la propriété (3.17) que l’on avait imposé en
1D dans le chapitre 3. En définissant les prolongations PL

ℓ et les restrictions Rℓ
L par

composition suivant les équations (3.4) et (3.5), on peut définir la suite de modèles
( f̃ℓ)L

ℓ=0, utilisés par l’estimateur MLMC, suivant l’équation (5.31) avec PL
L = RL

L = InL .
Pour les modèles incluant l’étape de filtrage, on utilise le filtre de Shapiro d’ordre 2
en 2D construit par produit de Kronecker entre deux filtres de Shapiro d’ordre 2 en
1D,

Sℓ := Sx
ℓ ⊗ Sy

ℓ ∈ Rnℓ×nℓ , (5.61)

où Sx
ℓ ∈ Rnx

ℓ×nx
ℓ et Sy

ℓ ∈ Rny
ℓ×ny

ℓ sont les opérateurs de l’équation (4.5). On peut alors
définir les opérateurs P̄L

ℓ et R̄ℓ
L à partir de l’équation (4.1) et de l’équation (4.2). La suite

de modèles ( f̄ℓ)L
ℓ=0 utilisée par l’estimateur F-MLMC est définie par l’équation (5.32)

avec P̄L
L = R̄L

L = InL . Le coût de calcul moyen nécessaire à une application de f̃ℓ et f̄ℓ
à un vecteur aléatoire XL est considéré identique car les filtres Sℓ sont des opérateurs
très creux. On note un tel coût Cℓ. On suppose ce coût linéaire avec la taille de la grille
et on a donc Cℓ = O(nℓ) pour ℓ = 0, . . . , L. Le coût moyen d’une application de f̃ℓ
est donc 4 fois supérieur à celui d’une évaluation de f̃ℓ−1. Le budget total imposé est
η = 100CL, l’estimateur MC qui sert de comparaison se base donc sur un ensemble
de taille 100 sur le niveau fin. Les allocations optimales {Mℓ}L

ℓ=0 des estimateurs
MLMC et F-MLMC sont calulées à partir de l’équation (3.108) où les quantités Vℓ

sont estimées à partir d’un échantillon pilote de taille 1000.
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5.3.1 Résultats du F-MLMC

On commence par s’intéresser au problème de l’estimation de v012, utilisant donc
le couple (d11, d22) représenté sur la figure 5.12a, basé sur les paramètres µζ = 0.12
et Dζ = 0.2. La figure 5.13 présente la référence, c’est-à-dire la valeur exacte de v012

calculée explicitement à partir de l’équation (5.4), ainsi qu’un exemple d’estimation
MC, MLMC avec 2 et 4 niveaux, et F-MLMC avec 2 et 4 niveaux.

FIGURE 5.13 – Exemple d’estimations de v012 par un MLMC et un
F-MLMC à 2 et 4 niveaux avec le budget total η = 100CL, comparées à
la référence v012, en haut à gauche, et à une estimation par MC pour le

même budget η, en haut à droite.

La principale observation ici est la présence de fines échelles (ou hautes fré-
quences) sur les estimations MLMC. Ces composantes semblent plus importantes
pour le MLMC à 4 niveaux et contrastent avec les estimations F-MLMC qui sont, elles,
bien plus lisses. On visualise clairement l’introduction de fines échelles parasites
dues à l’opérateur de prolongation pour le MLMC, et leur atténuation lorsque l’on
ajoute un opérateur de filtrage. On rappelle, cependant, que les différents estimateurs
présentés ici sont tous non-biaisés et leur espérance est bien égale à v012 malgré les
interférences visuelles qui apparaissent sur les estimations MLMC de la figure 5.13.
Cela est illustré avec la figure 5.14 qui affiche une estimation de l’espérance du MC,
MLMC et F-MLMC à partir de 100 estimateurs.

On observe bien la caractéristique non-biaisée des différents estimateurs, à des
erreurs d’échantillonnage près sur la moyenne de l’estimateur. Ils estiment bien
tous, en moyenne, le champ v012, ce qui confirme donc que, dans un tel cas, l’erreur
quadratique moyenne de ces estimateurs est composée uniquement de leur variance.
C’est sur ce point que l’on s’attend à observer des différences entre les estimateurs.
On peut calculer la variance des estimateurs en chaque point de la grille pour obtenir
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FIGURE 5.14 – Espérance des estimateurs MLMC et F-MLMC avec 2 et
4 niveaux, comparés à la référence v012 et à l’espérance de l’estimateur
MC. Le niveau le plus fin correspond à une grille de taille 256 × 128 et
le budget total est fixé à η = 100CL. L’espérance est estimée à partir de

100 estimateurs.

le champ de variance de chacun d’entre eux. Ces champs sont présentés sur la
figure 5.15.

Visuellement, le champ de variance du MLMC, notamment à 4 niveaux, est de
norme inférieure à celle du MC. Cependant, on y retrouve clairement les fines échelles
parasites qui apparaissaient dans la figure 5.13. Ces erreurs ont des conséquences
importantes et visibles sur les estimations individuelles de v012 comme démontré
avec les exemples d’estimation de la figure 5.13. Le F-MLMC, lui aussi, possède un
champ de variance de norme inférieure à celui du MC, mais sans les interférences
fines échelles. Les filtres permettent de réduire fortement ces composantes dans la
variance du F-MLMC. On observe également que F-MLMC à 4 niveaux a un champ de
variance dont la norme est inférieur à celle des estimateurs MLMC, la variance totale
a été réduite par l’ajout des filtres. Afin de mieux visualiser ces résultats, on affiche la
décomposition spectrale de ces champs sur la figure 5.16. La décomposition spectrale
est calulée à partir de la matrice de Hartley HL ∈ RnL×nL pour projeter les champs de
variance 2D dans l’espace spectral de Hartley. Cette matrice est construite par produit
de Kronecker entre deux matrices de Hartley 1D Hx

L ∈ Rnx
L×nx

L et Hy
L ∈ Rny

L×ny
L

définies à partir de l’équation (3.21). La variance spectrale 2D est définie comme
ν = (νk)

nL−1
k=0 ∈ RnL avec

νk := 2n−1
L E[(hL

k )
T(v̂MLMC

L − v)2], k = 0, . . . , nL − 1, (5.62)
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FIGURE 5.15 – Champs de variance des estimateurs MLMC et F-
MLMC avec 2 et 4 niveaux de v012 comparés à celui de l’estimateur
MC. Le niveau le plus fin correspond à une grille de taille 256 × 128 et
le budget total est fixé à η = 100CL. La variance est estimée à partir de

100 estimateurs.
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FIGURE 5.16 – Champs de variance spectrale des estimateurs MLMC
et F-MLMC avec 2 et 4 niveaux de v012 comparés à celui de l’estimateur
MC. Le niveau le plus fin correspond à une grille de taille 256 × 128 et
le budget total est fixé à η = 100CL. La variance est estimée à partir de

100 estimateurs.

où hL
k est la k-ième colonne de la matrice HL. Pour les différentes figures, les colonnes

des matrices 1D Hx
L et Hy

L sont réordonnées selon l’équation (3.23). Le coin inférieur-
gauche des champs présentés correspond donc aux grandes échelles tandis que le
coin supérieur-droit correspond aux fines échelles. Les coins supérieur-gauche et
inférieur-droit représentent les fines échelles dans une direction et les grandes échelles
dans l’autre.

On retrouve, pour l’estimateur MC, un profil des variances spectrales similaire
à ceux des problèmes 1D étudiés, par exemple la figure 5.4. En effet, on y observe
une variance élevée pour les composantes grandes échelles et une variance très faible
pour les composantes fines échelles. Le MLMC à deux niveaux (à gauche, ligne du
milieu) présente, lui, une variance élevée sur les grandes et les fines échelles. Cette
variance élevée s’étend à toutes les composantes pour le MLMC à quatre niveaux.
On retrouve donc bien les composantes fines échelles introduites par les opérateurs
de transfert qui apportent des erreurs sur l’ensemble des composantes, ces résultats
sont similaires aux variances spectrales obtenues sur la figure 5.4. Finalement, on
observe que l’ajout des filtres avec l’estimateur F-MLMC permet bien de réduire la
variance des composantes fines échelles. Sur les figures des variances spectrales en
1D, on observait également une réduction importante de la variance sur les grandes
échelles pour les estimateurs MLMC et F-MLMC, ce qui n’est pas immédiatement
visible sur la figure 5.16. On construit donc un vecteur de variance cumulée 2D,

νcml = (νcml
k )

ny
L−1

k=0 ∈ Rny
L , calculé en sommant les entrées d’un champ de variance
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νcml
ny

L−1

νcml
ny

L−2

. . .

νcml
2

νcml
1

νcml
0

FIGURE 5.17 – Visualisation des entrées du vecteur des variances
cumulées νcml. L’entrée k du vecteur correspond à la somme des com-
posantes du champ des variances spectrales dans le rectangle associé.
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(A) Variance cumulée des estimateurs MLMC.
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(B) Variance cumulée des estimateurs F-MLMC.

FIGURE 5.18 – Variance cumulée νcml des estimateurs MLMC (gauche)
et F-MLMC (droite) avec L ∈ {1, 2, 3}, pour le problème d’estimation
de v012, comparés à celle de l’estimateur MC. Le niveau le plus fin
correspond à une grille de taille 256 × 128 et le budget total est fixé à

η = 100CL. La variance est estimée à partir de 100 estimateurs.

spectral (5.62), tel que ceux de la figure 5.16, en motif rectangulaire à partir du coin
inférieur-gauche, suivant le schéma de la figure 5.17. Ainsi, la première entrée du
vecteur νcml correspond à la somme des valeurs de variance spectrale des deux
cellules situées sur la première ligne et deux premières colonnes de la grille, la
seconde entrée de νcml correspond à la somme sur les deux premières lignes et quatre
premières colonnes de la grille, etc. On a donc

νcml
k =

k

∑
j=0

2k+1

∑
i=0

νj nx
L+i, k = 0, . . . , ny

L − 1. (5.63)

Les premières composantes de νcml correspondent à la variance cumulée des com-
posantes grandes échelles, tandis que la dernière composante νcml

ny
L−1

correspond à la

variance totale de l’estimateur. Les variances cumulées des différents estimateurs
sont présentées sur la figure 5.18.

On y retrouve, encore une fois, des profils très similaires à ceux obtenus pour le
problème 1D sur la figure 5.4. Pour l’estimateur MC, la quasi-totalité de la variance
provient de l’estimation des grandes échelles, le reste étant négligeable. Les estima-
teurs MLMC, bien qu’ayant une variance supérieure sur l’ensemble des composantes
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moyennes et fines échelles, parviennent à fortement réduire la variance des grandes
échelles, aboutissant ainsi à une variance totale plus faible que le MC. Les erreurs
apportées par les opérateurs de transfert sont visibles mais les améliorations sur
l’estimation des grandes échelles les compensent largement. Les variances cumu-
lées du F-MLMC permettent de constater l’amélioration de l’estimation de toutes
les composantes, et donc une réduction de la variance totale, comme le confirme la
figure 5.19. On retrouve donc les conclusions de l’analyse spectrale du chapitre 4
et les résultats numériques obtenus sur l’illustration 1D de la section 4.3 et sur le
problème de normalisation 1D de la section 5.2, et ce, même sur un problème 2D avec
des modèles non-linéaires pour l’estimation d’un champ hétérogène.
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FIGURE 5.19 – Variance totale de l’estimateur MC (L = 0) et de dif-
férents estimateurs MLMC et F-MLMC de v012. Le niveau le plus fin
correspond à une grille de taille 256 × 128 et le budget total est fixé à

η = 100CL. La variance est estimée à partir de 100 estimateurs.

On traite maintenant le problème de l’estimation de v002, basé sur le couple
(d11, d22) représentés sur la figure 5.12b, avec les paramètres µζ = 0.02 et Dζ = 0.04.
Le vecteur référence v002 calculé explicitement à partir de l’équation (5.4) est présenté
sur la figure 5.20 en même temps que des exemples d’estimation MC, MLMC et
F-MLMC à 2 et 4 niveaux.

Le champ v002 contient bien plus de composantes fines échelles que v012, ce
qui conduit à des estimations bien moins lisses. Les composantes parasites fines
échelles introduites par les opérateurs de transfert dans l’estimation MLMC sont donc
moins visibles, elles apparaissent à des échelles aussi fines que celles naturellement
contenue dans v002. Néanmoins, par construction, les différents estimateurs estiment
parfaitement v002 en moyenne, comme montré sur la figure 5.21 avec une estimation
de leur espérance comparée à la référence. Cela confirme une nouvelle fois que ces
estimateurs sont non-biaisés et donc que leur MSE est uniquement constituée de leur
variance. Les champs de variance sont affichés sur la figure 5.22.

De la même manière que pour les exemples d’estimation de la figure 5.20, les
champs de variance des estimateurs MLMC contiennent des composantes fines
échelles parasites, mais elles apparaissent aux mêmes échelles que celles contenues
dans v002, les rendant difficiles à distinguer visuellement. Il est cependant possible
d’observer que les champs de variance des estimateurs MLMC sont de norme plus
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FIGURE 5.20 – Exemple d’estimation de v012 par un MLMC et un
F-MLMC à 2 et 4 niveaux avec le budget total η = 100CL, comparé à la
référence v002, en haut à gauche, et à une estimation par MC pour le

même budget η, en haut à droite.
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FIGURE 5.21 – Espérance des estimateurs MLMC et F-MLMC avec 2 et
4 niveaux, comparée à la référence v002 et à l’espérance de l’estimateur
MC. Le niveau le plus fin correspond à une grille de taille 256 × 128 et
le budget total est fixé à η = 100CL. L’espérance est estimée à partir de

100 estimateurs.
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FIGURE 5.22 – Champs de variance des estimateurs MLMC et F-
MLMC avec 2 et 4 niveaux de v002 comparés à celui de l’estimateur
MC. Le niveau le plus fin correspond à une grille de taille 256 × 128 et
le budget total est fixé à η = 100CL. La variance est estimée à partir de

100 estimateurs.

élevée que ceux du MC, tandis que la norme des champs de variance des estimateurs
F-MLMC est la plus faible. Une meilleure visualisation de ces champs consiste donc à
passer dans l’espace spectral de Hartley pour obtenir les champs de variance spectrale
de la figure 5.23.

La première constatation est que la variance du MC est bien plus étalée sur les
différentes composantes que celle de la figure 5.16. Les composantes moyennes et fines
échelles étant plus importantes dans v002, leur variance l’est également. L’utilisation
de différents niveaux de fidélité par l’estimateur MLMC, et donc d’opérateurs de
transfert associés, ajoute bien de l’erreur sur les composantes moyennes et fines
échelles. Ces erreurs sont fortement réduites par l’ajout de filtres, donnant des profils
de variance spectrales similaires entre le F-MLMC et le MC. On calcule les vecteurs de
variance cumulée νcml suivant l’équation (5.63) afin de mieux visualiser l’importance
de ces erreurs par rapport à la variance totale et pour pouvoir comparer les erreurs
sur les grandes échelles. Ces variances cumulées sont tracées sur la figure 5.24.

On remarque que l’erreur sur les composantes moyennes échelles contribuent,
pour le MC, de manière plus importantes à la variance totale, donnant un profil de
variance cumulée bien plus étalé. On constate également que les estimateurs MLMC
atteignent des variances totales bien plus importantes que l’estimateur MC, ce qui est
cohérent avec les observations faites sur la figure 5.22. L’ajout de niveaux de fidélité
plus grossiers n’apporte pas assez de bénéfices comparé aux erreurs introduites par
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FIGURE 5.23 – Champs de variance spectrale des estimateurs MLMC
et F-MLMC avec 2 et 4 niveaux de v002 comparés à celui de l’estimateur
MC. Le niveau le plus fin correspond à une grille de taille 256 × 128 et
le budget total est fixé à η = 100CL. La variance est estimée à partir de

100 estimateurs.
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(A) Variance cumulée des estimateurs MLMC.
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(B) Variance cumulée des estimateurs F-MLMC.

FIGURE 5.24 – Variance cumulée νcml des estimateurs MLMC (gauche)
et F-MLMC (droite) avec L ∈ {1, 2, 3}, pour le problème d’estimation
de v002, comparée à celle de l’estimateur MC. Le niveau le plus fin
correspond à une grille de taille 256 × 128 et le budget total est fixé à

η = 100CL. La variance est estimée à partir de 100 estimateurs.
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les opérateurs de transfert. Cela conduit à une détérioration de la variance sur la quasi-
totalité du spectre, et donc à une hausse de la variance totale. Les courbes de variance
cumulée des trois estimateurs F-MLMC sont quasiment identiques. L’utilisation de
deux niveaux permet de construire un estimateur dont la variance est inférieure à celle
du MC, mais l’ajout de niveaux supplémentaires ne permet pas plus d’améliorations.
Cependant, les filtres permettent au moins d’atténuer fortement les erreurs apportées
par les opérateurs de transfert, empêchant la variance totale d’augmenter comme
c’est le cas pour le MLMC. Les variance totales obtenues par les différents estimateurs
sont résumées dans la figure 5.25.
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FIGURE 5.25 – Variance totale de l’estimateur MC (L = 0) et de dif-
férents estimateurs MLMC et F-MLMC de v002. Le niveau le plus fin
correspond à une grille de taille 256 × 128 et le budget total est fixé à

η = 100CL. La variance est estimée à partir de 100 estimateurs.

5.4 Conclusion

Les chapitres 3 et 4 ont permis de montrer l’influence des opérateurs de transfert
sur un estimateur MLMC et l’importance d’y ajouter des étapes de filtrage pour atté-
nuer les erreurs introduites par ces opérateurs, et ce pour le cas simplifié de modèles
linéaires, symétriques et circulants. Ce cas simplifié est loin d’être représentatif des ap-
plications que l’on peut trouver en géosciences, c’est pourquoi ce chapitre était dédié
à des expériences numériques sur des problèmes plus complexes. En particulier, on
s’est ici intéressé au problème de l’estimation des coefficients de normalisation d’un
opérateur de covariance basé sur la diffusion en 1D et en 2D. Ce problème revient à es-
timer la diagonale d’une matrice de covariance et il est courant, en pratique, d’utiliser
un estimateur MC pour approximer cette diagonale. Les expériences 1D ont d’abord
permis d’étudier la variance des estimateurs MLMC et F-MLMC dans un cas où les
modèles utilisés sont non-linéaires. L’analyse spectrale des chapitres 3 et 4 ne permet
donc pas d’assurer que l’on y observera les mêmes comportements qu’avec des opé-
rateurs linéaires, symétriques et circulants. Les résultats numériques sont, cependant,
extrêmement similaires à ceux de l’illustration 1D de la section 4.3. On observe que
les opérateurs de transfert introduisent des erreurs sur l’entièreté du spectre, mais
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que l’utilisation de filtres permet d’atténuer fortement ces erreurs et donc d’obtenir
un estimateur F-MLMC avec une meilleure variance totale. Les expériences 2D ont
encore complexifiées les modèles utilisés en construisant les opérateurs de diffusion
à partir d’un tenseur de diffusion hétérogène. Les coefficients de normalisation à
estimer ne sont donc plus constants en espace. Cette complexification du problème
n’a pas changé les conclusions, à savoir que l’ajout d’étapes de filtrage au sein des
opérateurs de transfert permet une meilleure estimation de toutes les composantes
d’échelle du champ discrétisé, et conduit donc à un estimateur avec une variance
réduite comparée à celle du simple MLMC. Le choix des opérateurs de transfert pour
un estimateur multi-niveaux basé sur des grilles de différentes résolution est donc
une étape primordiale en vue de minimiser sa variance. Un tel choix est forcément
dépendant du problème considéré, mais l’utilisation d’opérateurs incluant une étape
de filtrage, ou d’interpolations d’ordre plus élevé, semble indispensable. En effet, on
rappelle que l’ajout d’un filtre de Shapiro d’ordre 2 à l’opérateur de prolongation
revient à interpoler linéairement (cf. équation (4.42)). On notera cependant certaines
limites des expériences effectuées ici, l’utilisation d’échantillon pilote de grande taille
pour estimer les quantités Vℓ, nécessaire pour le calcul de l’allocation optimale des
estimateurs, n’est pas souvent réalisable en pratique. De plus, le modèle des coûts
de calcul utilisé ici n’est pas représentatif de simulateurs opérationnels. On pense
notamment aux opérateurs de filtrage dont le coût d’application a été considéré
négligeable. Finalement, le domaine spatial D du problème de normalisation est bien
plus complexe dans les modèles opérationnels [73], les conditions aux bords ne sont
pas toujours périodiques et l’intérieur du domaine contient souvent des obstacles. Ces
modifications demandent une réflexion plus poussée sur les opérateurs de transfert
entre les grilles. Le test d’un estimateur F-MLMC sur un modèle opérationnel plus
complexe permettrait de vérifier si ses avantages se maintiennent.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

L’utilisation d’estimateurs Monte Carlo multi-niveaux (MLMC) peut permettre,
grâce à l’utilisation de modèles de différentes fidélités, d’atteindre une erreur quadra-
tique moyenne bien plus faible qu’un estimateur Monte Carlo (MC) pour le même
coût de calcul. Cette thèse s’est consacrée à étendre les applications du MLMC au
domaine des géosciences. Spécifiquement, nous nous sommes concentrés sur l’étude
du MLMC pour l’estimation de l’espérance d’un champ aléatoire discrétisé et sur
l’utilisation d’une hiérarchie de grilles centrées sur les cellules pour définir les mo-
dèles de différentes fidélités. Les représentations discrétisées des champs étudiés
sur les différentes grilles ont des dimensions inconsistantes, ce qui requiert diverses
adaptations de l’estimateur.

Le chapitre 2 a d’abord permis de rappeler le fonctionnement et les propriétés
du MLMC sur un cas simple d’estimation de l’espérance d’une variable aléatoire.
L’adaptation du MLMC pour l’estimation de l’espérance d’un champ discrétisé par
différence finie a été discutée dans le chapitre 3. L’utilisation de grilles de différentes
résolutions requiert l’introduction d’opérateurs de transfert afin de pouvoir construire
une hiérarchie de modèles dont les dimensions de toutes les entrées et sorties sont
consistantes. Une analyse spectrale des opérateurs de transfert utilisés permet de
montrer que ceux-ci introduisent des erreurs. L’opérateur de restriction transforme les
composantes fines échelles en composantes grandes échelles, tandis que l’opérateur
de prolongation introduit des composantes fines échelles qui parasitent le champ
obtenu. L’impact de ces opérateurs sur la variance du MLMC a été exprimée dans
le cas spécifique de modèles linéaires, symétriques et circulants, ce qui permet de
constater que les erreurs introduites par les opérateurs de transfert influencent néga-
tivement cette variance. Ces résultats théoriques ont été confirmés par l’utilisation
du MLMC sur une illustration 1D. Le MLMC atteint une variance plus faible qu’un
simple MC grâce à une meilleure estimation des composantes grandes échelles. On
observe, cependant, des erreurs bien plus importantes sur les fines échelles, erreurs
pouvant contribuer de manière significative à la variance totale.

En s’inspirant des méthodes multigrilles, le chapitre 4 ajoute une étape de filtrage
aux opérateurs de transfert, aboutissant à la construction de l’estimateur filtered-
MLMC (F-MLMC). D’après les résultats de l’analyse spectrale, filtrer les fines échelles
avant la restriction et après la prolongation atténue fortement les erreurs introduites
par ces opérateurs. Cette réduction de variance a été quantifiée pour l’utilisation d’un
filtre de Shapiro d’ordre 2 et dans le cas spécifique de modèles linéaires, symétriques
et circulants. La comparaison du MLMC et du F-MLMC sur l’illustration 1D permet
effectivement de constater les améliorations apportées par les filtres. Le F-MLMC
obtient une variance plus faible sur l’ensemble des composantes du champ discrétisé,
et donc une variance totale plus faible que le MLMC. Même dans les cas extrêmes
où le MLMC détériore la variance comparé à un simple MC, le F-MLMC parvient
à être meilleur que le MC. Le choix des opérateurs de transfert utilisés a donc un
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impact fort sur les performances d’un estimateur MLMC et, sans savoir précisément
quels sont les opérateurs optimaux, l’inclusion d’une étape de filtrage est essentielle.
Il est également possible d’interpréter l’ajout de filtre comme l’augmentation de
l’ordre des opérateurs de transfert, ce qui semble indiquer que, de la même manière
que pour les méthodes multigrilles [33, 17], les opérateurs de transfert doivent être
d’ordre suffisamment élevé. Les tests de plusieurs filtres et de plusieurs opérateurs
de transfert ont permis de constater des gains de variance relativement similaires sur
l’illustration 1D. Certains opérateurs d’ordre supérieur, tel que le filtre de Shapiro
d’ordre 4 ou l’interpolation cubique, peuvent permettre de réduire un peu plus la
variance de l’estimateur et l’utilisation d’un estimateur weighted MLMC (WMLMC)
peut aider à définir les opérateurs de transfert à utiliser en donnant le coefficient
multiplicatif optimal à appliquer devant ces opérateurs.

Finalement, le chapitre 5 applique les résultats précédents au problème de l’es-
timation des coefficients de normalisation d’un opérateur de covariance basé sur
la diffusion. Malgré l’utilisation de modèles non-linéaires et le fait que le champ à
estimer ne soit plus constant, l’estimateur F-MLMC obtient une meilleure estimation
que le MLMC pour toutes les composantes spectrales et atteint donc toujours une
variance totale plus faible. Les conclusions tirées de l’analyse spectrale concernant
l’influence des opérateurs de transfert sur le MLMC, obtenus dans le cas spécifique
de modèles linéaires, symétriques et circulants, semblent pouvoir se généraliser à des
cas plus complexes et plus proches des applications rencontrées en géosciences.

Nous avons donc pu illustrer, dans cette thèse, l’importance du choix des opéra-
teurs de transfert pour un estimateur MLMC de l’espérance d’un champ discrétisé
lorsque les niveaux de fidélité se basent sur des grilles centrées sur les cellules. L’ana-
lyse spectrale effectuée a permis de mieux comprendre l’influence de ces opérateurs
de transfert sur la variance de l’estimateur et d’en déduire que, de manière similaire
aux méthodes multigrilles, l’ajout d’étapes de filtrage est primordiale. Les expériences
numériques ont confirmé les améliorations apportées par l’estimateur F-MLMC par
rapport au MLMC.

Ces travaux ouvrent plusieurs perspectives pour de futures recherches. En effet, si
l’importance du choix des opérateurs de transfert a été démontrée, la problématique
naturelle qui en découle porte alors sur le choix optimal de ces opérateurs. Un
opérateur optimal serait un opérateur qui minimise la variance de l’estimateur MLMC
(ou F-MLMC). L’utilisation du WMLMC dans la section 4.4.3 est un premier pas dans
cette direction, mais d’autres estimateurs pourrait permettre de développer cette idée.
On pense notamment à l’estimateur MLBLUE [63, 62] qui, par construction, combine
les différents modèles de telle sorte que la variance soit minimale. Des extensions sur
le MLBLUE pour l’estimation de quantités multi-variées [18, section 4.4] associent un
poids scalaire à chaque composante de la sortie d’un modèle. Après un passage dans
l’espace de Hartley, cela revient donc à associer un poids à chacune des composantes
spectrales de la sortie d’un modèle. Un tel procédé pourrait permettre de trouver le
filtre optimal à appliquer à la sortie d’un modèle ce qui, en plus de réduire la variance
de l’estimateur, pourrait donner une meilleure compréhension des filtres à utiliser
et des échelles que l’on souhaite conserver. Une autre piste pour aider au choix des
opérateurs de transfert serait d’étudier la relation entre ordre de ces opérateurs et
variance de l’estimateur. Cela pourrait permettre de trouver l’ordre des opérateurs
qui minimise la variance de l’estimateur, de la même manière que [33] donne l’ordre
des opérateurs de transfert nécessaire pour la convergence des méthodes multigrilles.
L’ordre nécessaire peut alors être atteint par des applications successives de filtres de
Shapiro et c’est, par exemple, ce qui a été fait dans [17], pour les méthodes multigrilles
adaptées à l’assimilation de données dans un contexte géosciences. Finalement, et
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de manière beaucoup plus simple, des tests plus complets de différents opérateurs
sur différents problèmes aideraient à mieux comprendre quelles caractéristiques on
souhaite avoir sur les opérateurs de transfert.

Outre le choix des opérateurs, différents points sur l’estimateur F-MLMC présenté
dans cette thèse n’ont pas été traités. Premièrement, les avantages du F-MLMC ont
été démontrés dans un cas encore relativement éloigné de nombreuses considérations
pratiques. Par exemple, les coûts de calcul apportés par l’application des filtres ont
été supposés négligables comparés aux coûts de l’application des modèles. Si, pour
une certaine application, ce n’est pas le cas, prendre en compte le coût des filtres
réduirait les performances du F-MLMC comparé à un simple MLMC. Le modèle de
coût utilisé ici est également simplifié et le problème de l’allocation optimale sous
contrainte de budget total fixé pourrait être amélioré [2]. De plus, le problème de
l’allocation optimale repose sur une estimation de plusieurs termes de variances
(ou de covariances pour le WMLMC) qui ont été estimés à l’aide d’un échantillon
pilote de grande taille. Un tel procédé n’est pas souvent réaliste pour des applications
pratiques, posant alors la question de l’influence de la qualité de ces estimations sur
les performances de l’estimateur. Deuxièmement, seul le cas des grilles régulières
a été considéré. L’utilisation de grilles non-uniformes demande une réflexion plus
poussée sur les opérateurs de transfert et de filtrage à utiliser. Le traitement de grilles
non-uniformes permettrait d’utiliser le F-MLMC dans bien plus d’applications en
géosciences. La complexification du domaine d’étude peut aussi nécessiter des chan-
gements dans les opérateurs. On pense notamment à l’utilisation de conditions aux
bords non-périodiques ou l’ajout d’obstacles au sein du domaine, par exemple des
continents pour un problème d’océanographie. Dernièrement, un problème poten-
tiellement important des estimateurs MLMC est que l’on ne peut pas garantir le
caractère positif (ou négatif) de la quantité estimée [34]. Les coefficients de norma-
lisation estimés dans l’application du chapitre 5 sont tous positifs, cependant, il est
possible d’obtenir des estimations négatives de ces coefficients par MLMC. D’autres
applications en géosciences concernent l’estimation d’une matrice de covariance,
comme la matrice de covariance d’erreur d’ébauche B en assimilation de données, et
l’utilisation du MLMC pour estimer cette matrice ne permettrait pas de garantir son
caractère semi-défini positif. Adresser ce problème pourrait encore étendre un peu
plus les domaines d’applications du MLMC, et plusieurs travaux à ce sujet existent
déjà [48, 49].

Une dernière perspective qui nous semble intéressante, particulièrement pour le
problème de normalisation du chapitre 5, est la combinaison des méthodes MLMC
et multigrilles. En effet, le problème de normalisation repose sur l’échantillonnage
du vecteur aléatoire AX, ce qui revient à résoudre de nombreux systèmes linéaires
de la forme Mu = b où M est symétrique définie positive. Dans nos expériences, la
résolution de ces systèmes repose sur la décomposition de Cholesky qui n’est pas
forcément réalisable en très grande dimension. On lui préférera alors l’utilisation de
méthodes itératives [70]. Les méthodes multigrilles sont bien adaptées à un tel pro-
blème, d’autant plus que la hiérarchie de grilles et de modèles serait déjà construite
pour l’estimateur MLMC. La possibilité de cumuler les gains apportés par les mé-
thodes multigrilles pour la résolution de systèmes linéaires et les gains du MLMC
(ou F-MLMC) pour l’estimation des coefficients de normalisation pourrait conduire à
une amélioration considérable de la solution obtenue pour un budget fixé. De plus,
l’utilisation des deux méthodes pour la résolution d’un même problème semble être
un terrain intéressant pour étudier les similarités et possibles liens entre celles-ci,
notamment au niveau des opérateurs de transfert et de filtrage utilisés.
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Annexe A

Propriétés de la base de Hartley

A.1 Orthogonalité de la matrice de Hartley

On considère ici une matrice de Hartley H de taille n,

(H)j,k :=
1√
n
(
cos αjk + sin αjk

)
, αjk :=

(2j + 1)kπ

n
, ∀j, k = 0, . . . , n − 1. (A.1)

On a, pour i, j = 0, . . . , n − 1,

(HHT)i,j =
1
n

n−1

∑
k=0

(cos αik + sin αik)(cos αjk + sin αjk) (A.2)

=
1
n

n−1

∑
k=0

[
cos(αik − αjk) + sin(αik + αjk)

]
(A.3)

=
1
n

n−1

∑
k=0

cos
2(i − j)kπ

n
+

1
n

n−1

∑
k=0

sin
2(i + j + 1)kπ

n
. (A.4)

À partir [28, 1.342 (1&2)], on déduit, pour i, j = 0, . . . , n − 1,

n−1

∑
k=0

cos
2(i − j)kπ

n
= nδij,

n−1

∑
k=0

sin
2(i + j + 1)kπ

n
= 0, (A.5)

où δij est la notation du symbole delta de Kronecker, ce qui prouve bien HHT = In.
De la même manière,

(HTH)i,j =
1
n

n−1

∑
k=0

cos
(2k + 1)(i − j)π

n
+

1
n

n−1

∑
k=0

sin
(2k + 1)(i + j)π

n
, (A.6)

et on obtient HTH = In à l’aide de [28, 1.342 (3&4)].

A.2 Les matrices symétriques circulantes sont diagonalisables
dans la base de Hartley

Dans cette annexe, on prouve le théorème 3 ci-dessous. Ce théorème affirme que
les matrices symétriques circulantes sont diagonalisables dans la base de Hartley
centrée sur les cellules définie par l’équation (A.1). Pour cela, on commence par
rappeler ou prouver ces résulats sur la base de Fourier centrée sur les nœuds F̌ ∈ Cn×n
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et sur la base de Hartley centrée sur les nœuds Ȟ± ∈ Rn×n, définies par

F̌ := Ȟc + iȞs, Ȟ± := Ȟc ± Ȟs, (A.7)

(Ȟc)j,k :=
1√
n

cos
2jkπ

n
, (Ȟs)j,k :=

1√
n

sin
2jkπ

n
, (A.8)

où i ∈ C représente le nombre complexe unitaire i2 = −1. Il est clair que Ȟc et Ȟs
sont des matrices symétriques réelles, et donc Ȟ± l’est également. F̌, cependant, est
une matrice symétrique complexe et non-Hermitienne. De plus, F̌ est unitaire (cf.
[16]), i.e., F̌∗F̌ = F̌F̌∗ = In, où F̌∗ = Ȟc − iȞs est la transposée conjuguée de F̌.

Lemme 1. Ȟc et Ȟs sont telles que

Ȟ2
c + Ȟ2

s = In, ȞcȞs = ȞsȞc = 0n, Ȟc1n =
√

ne1, Ȟs1n = 0n, (A.9)

où 0n := (0, . . . , 0)T ∈ Rn, 1n := (1, . . . , 1)T ∈ Rn, et e1 est la première colonne de In.

Preuve. Les deux premières identités sont tirées de [5, Lemme 1], tandis que les
deux autres viennent de [28, 1.342 (1&2)].

Corollaire 1. Ȟ±1n =
√

ne1.

Corollaire 2. Ȟ± est orthogonale, i.e., (Ȟ±)2 = In. De plus, Ȟ+Ȟ− = Ȟ−Ȟ+ = F̌2.

Preuve. Avec les définitions de l’équation (A.7) et le lemme 1, on a

Ȟ±1n = Ȟc1n ± Ȟs1n = Ȟc1n =
√

ne1, (A.10)

(Ȟ±)2 = (Ȟ2
c + Ȟ2

s )± (ȞcȞs + ȞsȞc) = Ȟ2
c + Ȟ2

s = In, (A.11)

F̌2 = Ȟ2
c − Ȟ2

s + i(ȞcȞs + ȞsȞc) = Ȟ2
c − Ȟ2

s , (A.12)

Ȟ−Ȟ+ = Ȟ2
c − Ȟ2

s + (ȞcȞs − ȞsȞc) = F̌2 = Ȟ+Ȟ−. (A.13)

Lemme 2. Soit A = Circ(a) ∈ Rn×n une matrice symétrique circulante dont la première
colonne est a = (ak)

n−1
k=0 ∈ Rn, avec an−i = ai, pour i = 1, . . . , n − 1. On a ȞcAȞs +

ȞsAȞc = ȞcAȞs − ȞsAȞc = 0n.

Preuve. Prouvé dans les étapes intermédiaires de la preuve du [5, Théorème 1].

Théorème 2. Soit A = Circ(a) ∈ Rn×n une matrice symétrique circulante dont la première
colonne est a = (ak)

n−1
k=0 ∈ Rn, avec an−i = ai, pour i = 1, . . . , n − 1. On a Ȟ+AȞ+ =

Ȟ−AȞ− = Λ, où Λ =
√

n Diag(Ȟ+a) =
√

n Diag(Ȟ−a) =
√

n Diag(Ȟca).

Preuve. Le fait que Ȟ+AȞ+ =
√

n Diag(Ȟ+a) = Λ = ȞcAȞc + ȞsAȞs provient
du [5, Théorème 1], car les matrices symétriques circulantes appartiennent à la classe
plus large des matrices considérées dans [5]. En partant de la définition de Ȟ− et du
lemme 2, on a

Ȟ−AȞ− = (ȞcAȞc + ȞsAȞs)− (ȞcAȞs + ȞsAȞc) = ȞcAȞc + ȞsAȞs = Λ.
(A.14)

Finalement, à partir du lemme 1 et du corollaire 1,

diag(Λ) = Λ1n = Ȟ−AȞ−1n = ȞcAȞc1n + ȞsAȞs1n =
√

nȞ−Ae1 =
√

nȞcAe1,
(A.15)

ce qui conclut la preuve, car Ae1 = a.
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Corollaire 3. Soit A = Circ(a) ∈ Rn×n une matrice symétrique circulante et soit Λ définie
comme dans le théorème 2. Alors Ȟ+AȞ− = Ȟ−AȞ+ = ΛF̌2 = F̌2Λ.

Preuve. À partir du théorème 2 et du corollaire 2, on a

Ȟ+AȞ− = Ȟ+AȞ+Ȟ+Ȟ− = Ȟ+AȞ+F̌2 = ΛF̌2, (A.16)

Ȟ−AȞ+ = Ȟ−AȞ−Ȟ−Ȟ+ = Ȟ−AȞ−F̌2 = ΛF̌2, (A.17)

(Ȟ+AȞ−)T = (ΛF̌2)T = F̌2Λ = Ȟ−AȞ+ = ΛF̌2, (A.18)

où la dernière ligne s’obtient grâce à la symétrie de A, Ȟ± et F̌2

Lemme 3. H = Ȟ+C + Ȟ−S, où C := Diag({cos kπ
n }n−1

k=0 ) et S := Diag({sin kπ
n }n−1

k=0 ).

Preuve. En utilisant les relations trigonométriques élémentaires, on a

cos
(2j + 1)kπ

n
= cos

2jkπ

n
cos

kπ

n
− sin

2jkπ

n
sin

kπ

n
, (A.19)

sin
(2j + 1)kπ

n
= sin

2jkπ

n
cos

kπ

n
− cos

2jkπ

n
sin

kπ

n
, (A.20)

et le lemme 3 s’ensuit.

Lemme 4. CF̌2S + SF̌2C = 0n, où C et S sont définies comme dans le lemme 3.

Preuve. À partir du [5, Lemme 1], on a que, pour j, k = 0, . . . , n − 1, (F̌2)j,k = 1 si
j = k = 0 ou j + k = n, et (F̌2)j,k = 0 sinon. De plus, (CF̌2S)j,k = (F̌2)j,k cos jπ

n sin kπ
n ,

et, par symétrie, SF̌2C = (CF̌2S)T. Maintenant, si j = k = 0, (CF̌2S)j,k = (SF̌2C)j,k =

0 trivialement. Sinon, si j ̸= 0, k ̸= 0, et j + k ̸= n, (CF̌2S)j,k = (SF̌2C)j,k = 0.
Finalement, si j + k = n, les relations trigonométriques élementaires donnent

(CF̌2S)j,k = cos
jπ
n

sin
(n − j)π

n
= cos

jπ
n

sin
(

π − jπ
n

)
= cos

jπ
n

sin
jπ
n

, (A.21)

(CF̌2S)k,j = sin
jπ
n

cos
(n − j)π

n
= sin

jπ
n

cos
(

π − jπ
n

)
= − cos

jπ
n

sin
jπ
n

, (A.22)

et on a (CF̌2S + SF̌2C)j,k = (CF̌2S)j,k + (CF̌2S)k,j = 0, ce qui conclut la preuve.
On peut maintenant poser et prouver le théorème 3.

Théorème 3. Soit A = Circ(a) ∈ Rn×n une matrice symétrique circulante et soit Λ définie
comme dans le théorème 2. Alors HTAH = Λ.

Preuve. En partant de l’expression du lemme 3, et en appliquant le théorème 2, le
corollaire 3 et le lemme 4, on obtient

HTAH = CȞ+AȞ+C + SȞ−AȞ−S + CȞ+AȞ−S + SȞ−AȞ+C (A.23)

= CΛC + SΛS + CΛF̌2S + SΛF̌2C = Λ(C2 + S2 + CF̌2S + SF̌2C), (A.24)

tel que HTAH = Λ(C2 + S2) = Λ car C2 + S2 = In par trigonométrie élémentaire.
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Titre : Méthodes de Monte Carlo multi-niveaux pour l'estimation de paramètres statistiques de champs discrétisés en géosciences
Mots clés : Monte Carlo multi-niveaux, Multifidélité, Géosciences, Champ aléatoire, Analyse spectrale
Résumé : Les méthodes de réduction de variance multi-fidélités pour l'estimation statistique sont utilisées dans de plus en plus de domaines
comme une amélioration par rapport à la méthode Monte Carlo. Dans leur forme originale, elles sont conçue pour estimer des paramètres
statistiques scalaires. Cependant, dans certaines applications, par exemple en géosciences, les quantités d'intérêt dont on souhaite estimer les
paramètres statistiques peuvent être des vecteurs ou des champs aléatoires. Dans le cas d'un vecteur aléatoire représentant un champ aléatoire
discrétisé, l'utilisation d'un estimateur multi-fidélité n'est pas triviale, notamment si les entrées et sorties des différents modèles n'ont pas les
mêmes dimensions sur les différents niveaux de fidélité. Des opérateurs de transfert entre les différents niveaux doivent alors être introduits.
Cette thèse porte sur l'adaptation de l'estimateur Monte Carlo multi-niveaux (MLMC) à l'estimation de champs discrétisés en géosciences et sur
l'analyse des opérateurs de transfert, permettant le choix d'opérateurs qui réduisent la variance du MLMC.



Afin de mieux comprendre l'effet des opérateurs de transfert, une analyse spectrale de l'estimateur MLMC est proposée. Des expériences
numériques sur des problèmes simplifiés ont mis en évidence que le MLMC déteriore l'estimation des composantes hautes fréquences d'un
champ discrétisé comparé à un simple estimateur Monte Carlo. Une analyse théorique portant sur une classe de problèmes spécifique, similaire
aux analyses développées pour les méthodes multigrilles, a permis une meilleure compréhension des disparités dans l'estimation, par MLMC,
des différentes composantes d'un champ discrétisé. Ces différents résultats nous ont conduit à modifier les opérateurs de transfert utilisés afin
d'y ajouter une étape de filtrage inspirée des méthodes multigrilles. L'ajout de filtres permet d'améliorer l'estimation des composantes hautes et
basses fréquences, réduisant ainsi la variance totale de l'estimateur.



L'utilisation de méthodes de type multilevel best linear unbiased estimator (MLBLUE) a permis de mieux choisir les opérateurs de transfert et les
filtres en vue de réduire la variance de l'estimateur. Ces différentes améliorations ont été appliquées à l'estimation de la variance d'un champ
discretisé obtenu par application d'un opérateur de covariance basé sur la diffusion. Les expériences numériques ont pu confirmer les résultats
théoriques sur un problème plus complexe et mettre en évidence les améliorations apportées par rapport à un simple MLMC.



Cette recherche contribue à élargir les applications du MLMC à d'autres domaines, notamment les géosciences, et offre une meilleure
compréhension de la méthode grâce aux liens tissés avec les méthodes multigrilles. Elle permet également d'améliorer l'estimateur MLMC en
soulignant l'importance du choix des opérateurs de transfert.

Title: Multilevel Monte Carlo methods for the estimation of statistics of discretized fields in geosciences
Key words: Multilevel Monte Carlo, Multifidelity, Geosciences, Random field, Spectral analysis
Abstract: Variance reduction multifidelity methods for the estimation of statistics are increasingly used in more domains as an improvement
over the classical Monte Carlo method. These methods were originally designed to estimate scalar statistics. However, in some applications, in
geosciences for example, the quantities of interest which statistics we want to estimate can be random vectors or random fields. In the case of a
random vector which represent a discretized field, using a multifidelity estimator is not straightforward, especially if the inputs and outputs of
the different models do not have the same dimension among the different fidelity levels. Transfer operators between the levels need to be
introduced.



This thesis is about the adaptation of the multilevel Monte Carlo (MLMC) estimator for the estimation of discretized fields in geosciences and
the analysis of the transfer operators, allowing to choose operators that reduce the variance of the MLMC.

A spectral analysis of the MLMC estimator is performed to better understand the effects of the transfer operators. Numerical experiments on
simplified problems show that the MLMC deteriorates the estimation of high frequency components of a discretized field compared to a Monte
Carlo estimator. A theoretical analysis on a specific class of problems, similar to analysis developed for multigrid methods, allows for a better
understanding of the disparities in the MLMC estimation of the different components of a discretized field. Following those results, the transfer
operators are modified to include a filtering step inspired from multigrid methods. Adding filters leads to a better estimation of low and high
frequency components, and to a decrease in the total variance of the estimator.



The use of methods similar to the multilevel best linear unbiased estimator (MLBLUE) can help in choosing the transfer operators that reduce
the variance of the estimator. Those improvements were applied to the estimation of the discretized variance field of a diffusion-based
covariance operator. Numerical experiments support the conclusions of the theoretical analysis on a more complex problem and demonstrates
the improvements brought by the proposed estimator compared to a crude MLMC.



This research work contributes to expand the range of MLMC applications to other domains, expecially geosciences, and offer a better
understanding of the method by establishing links with multigrid methods. It also allows for improvements of the MLMC estimator by
highlighting the importance of the transfer operator choice.
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